


日 序 


我 们 迎 来 了 新 世纪 的 划 明 ,21 世纪 犹如 路 薄 冤 出 的 一 轮 红 日 星 现 在 人 们 
面前 在 这 世纪 更 和 渤 的 神圣 时 刻 ,人 们 正 潢 怀 激情 地 发 问 : 新 世纪 的 科学 会 有 什 
么 桩 的 新 风采 ? 


新 世纪 呼唤 新 科学 


向 顾 已 经 过 去 的 20 世纪 , 谁 也 不 会 否认 这 样 的 事实 :这 个 世纪 的 科学 技术 
取得 了 凉 人 的 成 就 ,在 科学 史 工 谱写 了 辉煌 的 篇 章 。 

在 20 世纪末 ,具有 话 见 卓识 的 学 者 们 意识 到 人 类 科学 正面 临 着 一 个 新 的 埋 
折 点 。 1984 年 ,在 诺 臣 汞 奖 蓝 得 才 卫 ,到 ,Andersnn .M Ciel-Marnn 和 区 .SArrow 
等 人 的 支持 下 ,美国 一 批 从 事物 理 ,经 济 . 生 物 和 计算 机 等 学 科研 究 的 学 者 们 创 
建 了 著名 的 鞘 殿 费 研 究 所 SFT, 试 图 探索 未 来 科学 的 思维 方式 。SFI 首 任 所 长 
司 .A.Cowan 尖锐 地 指出 ， 

“ 通 往 谱 贝尔 兢 的 堂皇 道路 ,通常 是 由 管 化 论 和 证 原 论 的 思 纵 方式 到 得 的 ， 
这 就 违 成 了 科学 上 越 来 城 多 的 太 裂 片 ,而 真实 的 世界 要 求 我 们 用 更 加 整体 的 腿 
光 去 着 问题 。” 

SFI 认 为 ,从 局 部 到 整体 必然 会 导致 问题 的 复杂 化 ,他 们 将 未 来 科学 命名 为 
“复杂 科 学 "。 


科学 研究 离 不 开 赦 学 。 佑 时 略 有 名 名 言 : 牢 宙 这 本 大 书 是 用 数学 语言 写成 
的 。 数 学 是 科学 的 世界 语 。 数 学 是 协助 科学 探索 的 有 为 工具 。 缺 乏 数 学 思维 指 


导 的 科学 活动 必然 是 言 目的 、 肝 浅 的 。 

俱 所 交 知 ,近代 科学 诞生 于 有 着 礁 厚 数学 基础 的 17 世纪 。17 世纪 被 誉 为 
数学 史上 “天才 的 世纪 "。 这 个 世纪 取得 了 三 项 伟大 的 数学 成 就 ;对 数 方法 将 困 
难 的 乘除 去 算 化 归 为 简易 的 加 减 运算 ;解析 几何 方法 将 去 奥 的 几何 命题 化 归 为 
浅显 的 代 妆 命 感 : 微 积 分 方法 用 简单 的 代数 多 项 式 训 近 -一般 的 复 末 画 数 。 总 之 ， 
多 学 思维 的 基本 特征 是 将 复杂 转化 为 简单 。 

数学 的 目的 是 追求 简单 ,然而 当今 的 科学 却 片 面 地 强调 “复杂 ”, 炫 奔 “ 复 
茶 。 复 条 与 简单 果真 是 不 可 调和 吗 ? 数学 与 当今 科学 能 够 衫 互 沟通 交融 吗 ? 








新 科学 需要 新 观念 


什么 是 复杂?? 在 某 种 意义 上 , 复 迪 意 味 着 知识 的 缺乏 。 一 个 命题 ,在 ; 
解决 之 前 是 复 如 的 ,解决 之 后 它 就 变 得 简单 了 ;-- 种 规律 ,在 漫 有 掌握 之 前 
奥 的 ,掌握 之 后 就 变 得 渡 显 了 。 

我 们 正 处 在 计算 机 时 代 。 计算 初 的 广泛 应 用 上 日益 改变 着 世界 的 面 散 ,也 党 
刻 孝 影响 着 人 们 的 思维 方式 。 计 算 机 的 工作 原理 是 和 苯 单 的 , 它 只 会 做 如 溅 匀 除 
的 二 进 射 运 算 , 瞧 而 依赖 各 式 各 样 的 第 法 , 它 却 能 承担 辍 其 复 末 的 计算 任务 ， 计 
算 机 上 的 算法 究竟 是 息 样 说 计 的 呢 ? 

本 蔬 以 大 量 的 算法 案例 透析 出 -- 个 发 人 深 省 的 事实 :算法 设计 的 基本 理念 
人 : ,或 者 说 ,将 复杂 转化 为 简单 的 症 复 。 在 算法 设计 过 
程 中 ,重复 就 是 力量 。 这 蛙 所 说 的 “重复 "本 质 上 是 某 种 演化 过程 。 

杂 科 深信 .复杂 的 事 划 可 能 具有 简 闪 的 潜 化 机 制 .再 潮 单 术 天 则 可 愉 员 
复杂 的 演化 形态 。 如 果 发 展 到 极致 ,复杂 与 简单 就 可 能 各 于 -- 体 :极端 复杂 就 可 
能 等 于 概 端 简单 。 

复杂 和 管 单 是 相互 变通 的 。 它 们 两 者 是 矛盾 的 统一 体 。 


新 观念 爷 顿 大 智 臣 


所 谓 “ 太 智慧”, 是 那些 历经 数 于 年 考验 的 人 类 都 基 。 

在 2500 年 前 ,证 送 颈 杀 学 罕 Zeno 提出 -- 个 每 人 昕 闻 的 命题 : -个 人 不 管 跑 
得 多 快 , 也 永远 所 未 上 疏 在 他 前 面 的 一 只 乌 危 。 这 个 “人 龟 追 赶 河 题 " 就 是 所 请 
的 Zeno 悖 论 , 它 的 提出 触发 了 人 类 历史 上 "第 一 次 数学 危机 ”。 

表面 上 着 Zeno 迟 论 视 端 荡 惕 ,其 实 它 同时 又 是 极端 深刻 。 本 书 揭 露出 一 个 
奇妙 的 事实 ,剖析 Zeno 蛋 论 所 归纳 出 的 几 种 算法 设计 靶 术 ,可 用 求 设 计 出 大 量 
的 计算 机 算法 。 

纵 观 数值 算法 学 的 发 展 史 ,中 华 先贤 做 出 过 杰出 的 贡献 。 祖 冲 之 的 国 冰 率 
计算 党 千年 称雄 村 世界 。 刘 徽 的 千年 古 术 至 今 仍 兽 烟 生 辉 ,指引 人 们 探索 新 的 
计算 领域 。 中 华 民 族 是 个 智慧 的 民族 。 算 法 设计 是 中 华 数 学 的 强项 科学 探索 
村 国际 化 ,首先 耿 民 族 化 。 为 要 同 国际 先进 水 平 接轨 , 先 要 向 智 莫 的 中 华 先 资 讨 
教 。 在 中 华 民族 正和 平 曲 起 的 今天 ,我 们 肩 岳 着 伟大 而 神圣 的 历史 使 命 :复兴 先 
贤 伟 业 , 重 振 中 华 雄 风 ! 
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王 能 超 
2004 咎 9 月 18 昌 








4 周易》 论 简易 - 


算法 和 设计 的 基本 思想 是 简朴 的 。 算 法 设计 的 基本 技术 是 简单 的 。 
算法 设计 追求 简易 。 

退 东 简 易 是 中 华 传统 文化 的 一 个 重要 特色 。 关 于 " 逢 易 ” ,我国 古 
代 经 典 &《 周 易 》 有 如 下 精辟 的 论 迷 : 

易 则 易 知 , 简 则 易 从 。 

易 知 则 有 亲 , 易 从 则 有 功 。 

有 亲 则 可 入, 有 功 则 可 大 。 

可 久 则 芮 人 之 德 ,可 大 则 贯 人 之 业 。 

解释 这 雷 话 的 含义 。 

何 亩 "简易 "了 7“ 易 ", 是 指 所 讲 的 道理 要 易于 理解 ; 简 ”, 是 指 所 教 
的 方法 槛 易于 冤 握 。 

道理 易于 理解 就 会 使 人 亲近 , 波 此 素 近 就 会 持久 ;方法 易于 字 握 
才能 收 到 功效 ,讲究 功效 就 能 壮大 。 

因此 ,起 求 简易 是 科学 工作 者 的 一 项 重要 品德 ,具备 这 一 吕 济 才 
能 成 就 伟大 的 事业 。 


前 言 


自 1978 年 以 来 ,作者 在 高 等 载 育 出 版 社 移 次 出 版 有 关 计 算 方 法 ( 数 香 分 析 ) 
的 教材 , 共 中 包括 ， 

[ 昌 计算 方法 [1978 年 ) 

[2>] 数值 分 析 简 明教 程 (1984 年 ;2003 年 第 二 版 ) 

[3] 计算 方法 简明 教程 (2003 年 ) 

这 项 工作 是 从 1977 年 开始 的 。 这 -- 年 恢复 了 高 考 ,高 等 院 校 又 米 发 出 生 
机 。 这 一 年 的 年 底 , 我 受命 编写 计算 方法 的 “ 统 编 教 村"。 当 时 困难 张 多 :给 的 学 
时 少 ,仅仅 提供 22 学 时 ;缩写 时 间 短 ,要 求 在 半年 之 内 完成 。 瞧 力 变 成 了 动力 ， 
一 勇 结构 紧 痰 .内容 简 约 的 教材 如 期 “ 逼 " 了 出 来 。 

次 年 (1978 年 )S 月 中 名 在 上 海 召开 了 这 份 教材 的 审 稿 会 ,由 上 海 交 通 大 学 
孙 增 光 教 援 主 审 , 参 加 评审 的 有 清华 大 学 孙 念 增 教 授 、 西 安 交通 大 学 游 兆 永 教授 
等 知名 学 者 。 与 会 专家 对 教 村 给 予 了 充分 的 肯定 ， 会 后 不 久 教 村 [1 就 面世 了 。 

为 充实 教材 [1],1984 年 又 出 版 了 教材 [2]。 该 书 以 泰勒 展开 作为 主线 ,被 
同行 们 评价 为 “泰勒 公式 包 打 天 下 "。 该 书 荣获 原 国 家 教委 优秀 载 材 二 等 奖 。 

纵 观 形形色色 的 众多 算法 ,其 设计 机 理 霉 可 概括 为 "简单 的 重复 生成 复杂 ”。 
基于 这 一 理念 又 铜 写 出 教材 [3]。 这 份 教材 回避 了 泰 勒 展 开 方 法 , 代 之 以 儿 种 简 
约 的 算法 设计 技术 。 内 容 更 为 简明 ,方法 更 易学 担 。 该 书 基 于 这 些 技术 统一 了 
众多 党 用 算法 ,并 自然 地 跨越 到 高 效 算 法 设计 的 学 科 前 沿 ， 

人 类 已 进入 计算 机 时 代 , 计 算 机 的 广泛 应 用 所 切 要 求 普 及 有 关 计 等 方法 的 
基本 知识 。 编 写本 书 的 目的 是 为 了 进一步 适应 形势 发 展 的 需要 ,同时 作者 也 希 
望 为 自己 20 余年 计算 方法 [数值 分 析 ) 的 教材 探索 做 个 小 结 。 

近 丙 三 年 来 作者 明显 地 加 快 了 教 林 编 写 工作 的 进度 ,这 主要 归功 于 高 驹 教 
育 册 版 社 领导 和 有 关 编 辑 同 志 的 晶 力 支持 ,作者 对 此 表示 衷心 的 感谢 1 在 此 还 
要 感谢 鲁 晓 磊 同 志 协 助 编写 了 篇 末 的 附录 MATLAB 文件 。 

谁 言 寸 草 心 , 报 得 三 春 皮 。" 作 者 谭 将 本 蔬 献 给 导师 谷 超 豪 教 援 ,感谢 他 多 
年 的 培养 .教育 和 关怀 ! 











王 能 超 
2004 年 8 月 3 日 
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0.1.1 计算 机 开创 了 现代 科学 的 新 时 代 


纵 观 上 下 数 千 年 的 科学 史 ,科学 的 发 展 大 致 经 历 了 古代 科学 .近代 科学 和 现 
代 科 学 三 个 历史 阶段 . 

在 遥 还 的 古代 ,虽然 人 们 在 长 期 的 社会 实践 中 积累 了 不 少 知识 ,但 这 些 知 识 
是 零碎 的 ,不 系统 的 和 没有 经 过 严格 论证 的 .古人 所 获取 的 知识 大 都 表现 为 经 验 
性 的 总 结 或 猜测 性 的 思辩 ,其 研究 方法 实际 上 是 不 科学 的 .在 这 个 意义 上 ,古代 
科 尝 只 是 科学 的 萌芽 ,还 不 是 真正 的 科学 . 

近代 科学 东 勃 兴起 于 17 世纪 ,其 美 基 工 作 从 Galileo( 伽 利 略 ,1564 一 1642) 
开始 .而 由 Newton( 牛顿 ,1642 一 1727) 所 完成 . 近代 科学 方法 强调 实验 和 理论 的 
紧密 结合 , 即 以 实验 的 事实 (数据 和 资料 ) 为 依据 ,通过 严密 的 论证 (数学 推理 ) 形 
成 系统 的 理论 .这 种 科学 方法 促进 了 科学 的 繁荣 与 发 展 . 

电子 计算 机 的 问世 开创 了 现代 科学 的 新 时 代 . 随 着 计算 机 的 广泛 应 用 ,科学 
计算 正 逐 步 上 升 为 一 种 新 的 科学 方法 , 它 与 科学 实验 .科学 理论 并 列 , 构 成 科学 
方法 论 的 三 大 组 成 部 分 . 

在 今天 , 随 着 科学 技术 革命 的 蓬勃 发 展 , 实 际 课题 的 规模 空前 扩大 ,所 谓 大 
型 万 至 超大 型 科学 计算 日 益 为 人 们 所 重视 . 与 此 相 适 应 ,巨型 计算 机 在 科学 计算 
中 正 扮演 着 越 来 越 重 要 的 角色 .计算 机 的 更 新 换代 强 有 力 地 推动 着 算法 研究 的 
深 人 ,科学 计算 正 处 于 莲 勃 发 展 的 新 时 代 . 

计算 机 是 一 种 功能 很 强 的 计算 工具 .现代 超级 计算 机 的 运算 速度 已 高 达 每 
秒 万 亿 次 .计算 机 运算 速度 如 此 之 快 ,是 否 意味 着 计算 机 上 的 算法 可 以 随意 选择 
呢 ? 

举 个 简单 的 例子 . 

众所周知 ,行列 式 解 法 的 Cramer 法 则 原则 上 可 用 来 求解 线性 方程 组 ,用 这 
种 方法 求解 一 个 阶 方程 组 ,要 计算 +1 个 阶 行列 式 的 值 ,总 共 要 做 
(n+l)2alit2-1l) 次 乘除 操作 . 当 ， 充 分 大 时 ,这 个 计算 量 是 相当 惊人 的 .多 如 

-个 20 阶 不 算 太 大 的 方程 组 ,大 约 要 做 102 次 乘除 操作 .这 项 计算 即使 用 每 秒 





2 引 论 
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才能 完成 . 当然 这 是 完全 设 有 实际 意 交 的 . 

其 实 ,求解 线性 方程 组 有 许多 实用 解法 (参看 本 尿 第 五 章 与 种 六 章 ). 譬如， 
运用 人 人们 部 悉 的 消 元 技术 ,一 个 20 阶 的 线性 启程 织 即 使 用 普通 的 计算 器 也 能 很 
快 地 解 出 来 .这 个 简单 的 案 侈 说明 ,能 否 合 理 地 选择 算法 是 科学 计算 成 败 的 头 
键 . 

随 着 计算 机 的 广泛 应 用 与 日 益 普 及 ,算法 设计 的 重 划 性 正 越 来 越 为 人 们 所 
以 识 汉 计算 机 赤 吝 科 全 书 # 在 其 "算法 学 ? 词 条 中 指出 :" 凡 与 计算 机 打交道 ,无 森 
赋 究 各 种 类 型 的 算法 . “算法 学 是 计算 机 科学 最 重 览 的 内 容 , 有 的 计算 机 党 者 其 
硅 称 ,计算 机 科学 就 是 算法 的 科学 .” 

在 知识 “大 爆炸 "的 今天 ,算法 的 数量 也 于 以 大 爆炸 的 速 凡 与 日 由 增 , 所 涉 玉 
的 文献 蔷 作 数 以 了 万 计 , 形 成 少 繁 的 着 遇 . 面 对 这 知识 的 汪洋 大 海 . 如 何 才 能 进 
行 有 效 的 学 习 呢 ? 许多 有 志 于 从 事 科 党 计算 的 青年 科学 本 作者 正 为 这 门 学 科 的 
知识 庞 薪 所 困扰 ， 

i976 年 ,英国 其 各 数学 家 Atiyah 在 他 就 任 伦敦 数学 学 会 主席 时 ,发 表 了 题 
为 “数学 的 统一 性 "的 演讲 世 . 在 这 次 演讲 中 ,他 突出 地 强调 了 数学 的 简单 性 和 和 统 
一 性 .他 议和 数学 的 日 的 ,就 是 用 简单 币 基 本 的 词汇 去 尽 可 能 多 地 解释 捧 界 . 
如 则 我 们 积累 起 来 的 经 验 要 一 代 一 找 传 下 去 的 话 , 我 们 就 必须 不 断 地 努力 
把 它们 加 以 简化 和 锭 -一 .” 

算 落 设计 追求 简单 和 统一 .上 司 文 将 基于 - -个 有 趣 的 范例 ,提炼 出 算法 没 计 的 
一 条 基本 原 户 , 进 亩 概括 出 算法 设计 的 玫 入 基本 技术 . 


| 0.1.2 zeno 悖 论 的 启示 


古 希 腊 刁 学 家 Zeno 在 两 千 多 年 前 提出 过 一 个 符 人 昕 闻 的 命题 :-- 个 人 不 管 
跑 得 多 快 ,也 永 近 追 个 上 用 在 他 前 曾 的 一 只 乌龟 .这 就 是 著名 的 Zene 悼 论 . 

Zeno 在 论证 这 个 命题 时 采 到 了 如 下 红 式 的 逻辑 准 理 : 设 人 与 他 同 时 同 向 起 
路, 如 果 全 不 动 , 奢 么 人 经 过 某 个 时 刻 便 能 赶 上 它 ; 但 实际 上 在 这 段 时 间 内 龟 义 
申 行 了 一 段 路 程 ,从 而 人 又 得 重新 追赶 ,如 图 0.1 所 朱 . 这 样 每 追赶 一 步 所 归结 
出 的 是 同样 类 型 的 追赶 问题 ,内 而 这 种 追赶 过 程 永远 不 会 终结 . Zeno 出 据 此 岂 
言 人 追 上 他 是 "永远 "不 可 能 的 ， 

Zeno 迟 论 的 提出 在 十 希腊 学 术 界 掀起 轩然大波 .在 Zeoo 迟 论 面前 ,古代 的 
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图 0.1 大 龟 妃 赶 过 程 


数学 逻辑 显得 无 能 为 力 , 提 供 不 出 有 方 的 论据 给 予 鸡 斥 ,从 而 导致 了 人 类 文明 中 
上 "第 一 次 数学 危机 ”. 

奎 人 寻味 的 是 ,尽管 Zeno 性 论 的 论断 极其 匾 订 , 但 从 算法 设计 的 角 庶 来 看 
它 却 是 极为 精辟 的 . 

Zeno 悖 论 将 人 他 追 赶 问题 表达 为 - - 连 昌 追赶 步 的 逐步 逼近 过 程 . 设 人 与 旬 
的 速度 分 别 为 Y 与 ， 记 Se 表示 过 近 过 程 的 第 上 步 人 与 多 的 癌 蝶 , 另 以 六 表示 
相应 的 时 间 , 相 部 琴 步 的 时 间 差 At = 六 - 上，.Zeno 悖 论 把 人 与 印 的 追赶 问题 
分 解 为 : 追 一 赶 两 个 过 程 ( 参 看 岗 0.1): 

追 的 过 程 ” 先 令 包 不 动 , 计 算 人 追 上旬 所 费 的 时 间 











入 1 一 2 (1) 
赴 的 过 程 ” 再 令 人 不 动 ,计算 龟 走 这 段 时 间 内 有 想 行 的 路 程 
二 人 【2) 


无 论 是 追 的 过 程 还 是 赶 的 过 程 ,它们 都 是 简单 的 行程 计算 .通过 这 两 项 计算 
加 工程 出 的 昌 然 同样 是 追赶 问题 ,位 问题 的 “规模 已 被 大 大 地 压缩 了 .譬如 , 设 
以 人 与 优 的 间距 S 定义 为 追 直 问题 的 规模 ,那么 ,经 过 上 述 隔 项 运算 于 续 加 工 
后 ,问题 的 规模 被 讨 综 了 "7 借 : 


二 产 > 


由 于 人 钝 的 速度 " 远 远 小 于 人 的 速度 了, 庄 盎 系 数 wyY 很 小 , 因 疝 这 项 计算 的 过 
近 获 采 极 为 显著 .实际 上 , 设 3 =S 为 已 知 , 令 妈 =0( 即 从 大 危 起 跑 开 娩 计时 )， 
则 护 上 述 手续 做 不 了 风沙 ， 人 5 就 可 以 忽略 不 计 , 从 而 得 出 人 妃 
上 龟 实 际 所 花费 的 时 间 六 .这 一 算法 

[sa 下 = 1 2， 


(3) 
二 站 


可 称 为 Zeno 算法 , 它 是 Zenc 昼 论 的 算法 描述 . 
|- 述 人 妃 的 过 程 41) 和 赶 的 过 程 (42) 都 是 简单 的 行程 计算 ,Zeno 算法 53) 的 设 


4 引 论 


计 思 想 是 ,将 人 与 龟 的 追赶 计算 化 归 为 简单 的 行程 计算 的 重复 . 

总 之 ,上 述 Zeno 算法 的 每 一 步 , 都 是 将 原先 的 追赶 问题 加 工 成 同样 类 型 的 
追赶 问题 ,但 加 工 后 的 追赶 问题 ,其 规模 (如 人 与 龟 的 间距 ,参看 图 0.1) 已 被 大 
大 地 压缩 了 . 这 样 , 当 规模 变 得 足够 小 时 , 即 可 认为 人 已 人 迫 上 了 怨 , 从 而 求 得 问题 
的 解 一 一 人 追 上 怨 实 际 花 费 的 时 间 . 

这 种 反复 缩减 问题 规模 的 设计 策略 称 为 规模 缩减 技术 ,简称 缩减 技术 . 缩减 
技术 是 一 种 基本 的 算法 设计 技术 .现在 介绍 这 种 技术 在 直接 法 设计 中 的 应 用 ， 








所 谓 直 接 法 是 这 样 一 类 算法 , 它 通过 有 限 步 计算 可 以 直接 得 出 问题 的 精确 
解 ( 如 果 不 考虑 舍 人 误差 的 话 ). 


0.2.1 数列 求 和 的 累加 算法 
下 述 数列 求 和 问题 是 人 们 所 熟知 的 : 
和 三 六 0 和 机 (4) 

这 个 计算 模型 有 两 个 简单 的 特例 . 当 呈 =0 即 为 一 项 和 式 S=w 时 ,所 给 计算 模 
型 就 是 它 的 解 ,这 时 不 需要 做 任何 计算 .这 表明 ,对 于 数列 求 和 问题 , 它 的 解 是 计 
算 模 型 退化 的 情形 .又 当 交 =1 即 计算 两 项 和 式 S= ui +wl 时 ,计算 过 程 是 平凡 
的 ,这 时 不 存在 算法 设计 问题 . 

现在 某 于 这 两 种 简单 情形 考察 所 给 和 式 (4) 的 累加 求 和 算法 . 设 生 表示 前 
类 二 1 项 的 部 分 和 uv + w+…+w, 则 有 


| 名 一 Qi 
] 坊 三 而 和 才 光 二 5 风 (5S) 
而 计算 结果 户 即 为 所 求 的 和 值 S: 


9S=1 (6 ) 

上 述 数列 求 和 的 累加 算法 ,其 设计 思想 是 将 多 项 求 和 (4) 化 归 为 两 项 求 和 
15) 的 重复 .而 依 式 (5) 重 复 加 工 若干 次 ,最 终 即 可 将 所 给 和 式 (4) 加 工 成 一 项 和 
式 (6) 的 退化 情形 ,从 而 得 出 和 值 S. 

再 剖析 计算 模型 自身 的 演变 过 程 . 按 式 (5) 每 加 工 一 次 ,所 给 和 式 (4) 便 减少 
一 项 ,而 所 生成 的 计算 模型 依然 是 数列 求 和 .反复 施行 这 种 加 工 手 续 ,计算 模型 
不 断 变形 为 

1+1l 项 和 式 项 如 
age 和 人 硕 和 式 =… (所 求 结果 ) 
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这 里 符号 -> "去 示 重 复 施行 两 项 求 和 的 加 工 于 续 . 

这 样 , 如 果 定 义 和 式 的 项 数 为 数列 求 和 问题 的 规模 , 则 所 求 和 值 可 以 视 为 规 
模 为 ] 的 退化 情形 . 因 之 ,只 要 令 和 式 的 规模 (项 数 ) 乏 次 减 上 ,最 经 当 规 模 为 
时 即 可 直接 得 上 省 所 求 的 值 .这 样 设计 出 的 算法 就 是 累加 求 和 算法 15)， 

上 述 累 如 求 和 算法 吕 以 视 为 规模 币 减 技术 的 一 个 范例 ， 


0.2.2 缩减 技术 的 设计 思想 





许多 数值 计算 问题 ,可 以 引进 其 个 实数 一 一 所 谓 问 题 的 规模 一 一 来 刻 晤 其 
“大小 ,而 问题 的 解 则 是 其 规模 为 足够 小 的 退化 情形 .求解 这 类 问题 ,一 种 行 之 
有 有 效 的 办 法 丘 通 过 某 种 简单 的 运算 手续 还 步 缩减 问题 的 规模 , 直到 加 工 得 出 所 
求 的 解 .算法 设计 的 这 种 技术 称 为 规模 缩减 技术 ,简称 缩减 技术 

缩减 技术 所 适用 的 -- 炎 问题 是 ,求解 这 类 门 题 的 困难 所 奔 是 它 的 规模 (适当 
定义 ) 比 较 大 .针对 这 类 问题 运用 缩减 技术 ,就 是 设法 逐步 缩减 计算 问题 的 规模 ， 
直到 规模 变 得 足 通 小 时 直接 生成 或 方便 地 求 出 丫 题 的 解 ， 

缩减 技术 的 设计 思想 可 几 大 事 化 小 ,小 事 化 了 这 名 俗话 来 概括 . 

所 谓 " 大 事 化 小 " 意 即 逐步 斥 缩 问题 的 规 檬 . 在 运用 第 减 技术 时 “大事 "是 如 
何 “化 小 "的 呢 ? 这 个 处 理 过 程 具有 如 下 卫 项 基本 特征 : 

《1) 结构 递归 

大 事 化 小 是 连 步 完 成 的 ,其 每 … 步 将 所 考察 的 订 算 模型 加 工 成 同样 类 型 的 
计算 模型 ,内 而 这 类 算法 上 只 有 明晰 的 递归 结构 . 

(2 规模 递减 

每 一 步 加 工 前 后 的 计算 模型 虽然 从 属于 同一 此 型 ,但 其 规模 已 被 上 绽 了 . 压 
缩 系 数 痛 小 则 算法 的 效率 依 高 . 

再 考察 "小 事 化 三 的 处 理 过 程 . 所 户 * 小 事 化 了 ”, 是 指 当 问 题 的 规模 变 得 足 
够 小 时 邵 吉 直接 或 方 使 地 得 出 问题 的 解 . 

“小 事 " 是 如 何 " 化 了 "的 昆 ? 

对 于 某 点 计算 模型 ,如 前 面 讨论 过 的 数列 求 和 问题 ,它们 的 规模 为 正 整数 ， 
只 其 解 则 大 规模 为 由 或 上 的 退化 情形 .这 时 只 要 设法 使 规模 逐次 减 1 ,加工 若 手 
步 后 即 可 二 接 得 出 所 求 的 解 .这 申 小 事 化 了 昆 直截了当 的 ， 

这 翌 设 计 出 的 … 类 算法 统称 直接 法 . 前述 数列 求 和 的 壬 加 算法 以 及 下 述 多 
项 式 求 值 的 秦 九 刘 算 法 部 是 直接 法 . 


| 0.2.3 多 项 陈 求 值 的 秦 九 瘟 算 法 


微 积分 方法 的 核心 是 通 近 法 .多 项 式 是 微 积分 学 中 最 为 基本 的 一 种 和 逼 近 工 
具 , 因 而 多 项 式 求 值 算法 在 微 积分 计算 中 具有 车 要 意义 . 











设 要 对 给 定 的 zx 计算 下 列 多 项 式 的 什 : 





故 
和 =- -下 
忆 = 十 人 证 二 ee (了 
en 


由 于 计算 每 一 项 uir" “ 需 做 za 一 次 乘法 ,好 果 先 逐 项 计算 exzr"“ ,然后 再 昧 加 
求 和 计算 多 项 式 的 值 ,这 种 逐 项 生成 算法 所 要 耗费 的 乘法 次 数 为 
马 -= 之 1 - 有 ) ss 厅 
当 于 充分 大 时 这 个 计算 量 是 相当 大 的 . 
现在 设法 改进 这 一 算法 .类 估 于 数列 求 和 计算 ,首先 考察 现 个 特例 : 当 =0 
时 所 给 计算 模型 即 为 所 求 的 解 
天 = aa 
这 时 不 需要 做 仔 何 计算 . 浆 当 呈 =]1 时 计算 模型 
玉 =anr 二 al 
为 简单 的 - -次 式 ,这 时 虽然 需要 进行 计算 ,但 不 存在 算法 设计 问题 . 
注意 到 当 = = 工时 窗 项 式 1(7) 便 退化 为 和 式 (4) ,可 以 美 比 数列 求 和 算法 的 
设计 过 程 讨 论 密 项 式 求 值 算法 的 设计 问题 . 
设 将 多 项 式 的 次 数 规定 为 包 项 涉 求 值 问题 的 规模 ,如 果 从 式 !7+ 的 前 面 两 项 
中 提出 会 因子 关 ”… , 则 有 
P= (er+etr 1 Sa 
这 样 ,如 果 算 出 -次 起 
2 二 如 寺 如 1 


的 值 , 则 所 给 计算 模型 (7) 便 化 归 为 -1 次 式 


天 = ar Ser “ 
的 计算 ,从 而 使 沁 题 的 规模 减少 了 1 次 .不 断 地 重复 这 种 如 工 手续 ,使 计算 问题 
的 规 罚 逐次 减 1 , 刚 经 过 z 步 即 中 将 所 给 多 项 式 的 次 数 降 为 和, 从 而 获得 所 求 的 
解 .这 样 设 计 出 的 算法 是 算法 0.1. 








算法 0.1 使 m=oo' 对 r12 计算 


ZE 1 十 丰 【8 





则 结果 己 = 。 邯 为 所 给 多 项 趟 (7) 的 值 ， 


容易 看 出 , 按 递 推算 式 (8) 计 算 多 项 武 (7) 的 值 ,总共 只 要 短 2 次 乘法 ,其 计 
算 量 远 比 前 述 逐 项 生 或 算法 的 计算 量 少 .这 是 一 种 优秀 算法 ， 
这 一 优秀 算法 称 作 泰 九 韶 算法 . 它 是 我 同 南 宋 大 数学 家 秦 九 间 { 公 元 13 世 
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红 ) 最 先 提 出 来 的 .需要 提醒 注意 的 是 ,国外 文献 常 称 这 一 算法 为 Horner 算法 ， 
其 实 Hiorner 的 上 作 比 秦 几 韶 晚 了 五 ,六 百 年 . 

秦 九 韶 算 法 说 明 ,” 次 蕊 43) 的 求 值 问题 可 化 归 为 一 次 式 (8) 求 值 计 算 的 
重复 . 设 以 符号 "一 表 沙 一 次 式 的 求 值 手 续 , 则 秦 蕊 韶 算 法 的 模型 加 工 攻 程 
如 下 


得 次 式 求 值 _、 四 ， 0 次 式 求 值 
(计算 模型 ;全 一 工 次 陈 求 值 一 ”2 次 式 求 值 一 … 汪 (计算 结果 ) 


| 0.2.4 算法 的 框图 描述 


亲人 工 手 算 的 计算 方法 意义 不 同 , 将 昌 研 究 的 算法 是 为 计算 机 提供 的 ,内 
此 , 租 题 方案 中 的 待 个 细节 都 必须 加 以 定义 ,并 且 要 完整 地 岳 述 闲 个 计算 过 程 . 
这 就 是 说 ， 和 名 且 污 个 仪 仪 是 单 纯 的 数学 全 过 ,而 是 指 辞 题 方案 的 准确 而 
完整 的 描述 . 

刻画 计算 流程 有 多 种 方式 ,本 书 常用 权 图 直观 地 显示 算法 的 全 表 . 

木 书 将 使 用 两 种 形式 的 可 :一 种 是 叙述 框 志 ] ,计算 公式 就 填 在 这 种 框 内， 

一 种 是 检查 框 入. > , 它 袁 示 算 法 的 判断 部 分 .检查 框 有 陋 个 出 口 ,究竟 选 翌 
哪个 出 语 ,要 视 框 内 的 判断 条 件 是 否 满 中 而 定 ， 

今后 所 有 的 框 向 均 以 鲍 杠 标志 计算 过 程 开始 启动 ,而 以 合 框 赤 志 计算 过 程 
的 最 终结 束 . 另 以 箭头 "一 "指明 务 框 热 行 的 顺序 . 

现在 考察 奉 九 韶 算 法 的 计算 流程 . 

按 泰 九 前 算式 (8) 进 行 计 算 ,每 求 出 一 个 “新 值 "z 以 后 ,， 老 值 "m，， 便 失去 
继续 保存 的 价值 ,因此 可 将 新 值 ww 存放 在 老 值 ww . ,所 占用 的 单元 内 .这 样 ,只 要 
设置 -个 单元 " 进行 累 算 ,而 将 算式 (8) 表 为 如 下 动态 形式 ， 

了 
这 里 葡 头 "<" 用 以 刻本 赋值 手续 .执行 这 组 算式 之 前 ,应 先 送 初 值 ,到 单元 
中 ， 





图 0.2 描述 了 多 项 式 (7) 求 值 的 秦 瞩 韶 算 法 ,其 中 ， 

杠 1 为 准备 部 分 .单元 " 中 送 初 值 w ,单元 冯 中 送 计 数值 1， 

框 2 为 计算 部 分 .每 循环 一 次 , 单 扎 v 中 的 老 值 w， ,为 新 值 *， 所 替换 . 

尾 3 为 控制 部 分 .检查 单元 上 中 的 计数 值 以 判断 循环 诈 否 结束 . 当 计 数值 
为 mn 时 输出 mw 中 结果 ,否则 转 框 4. 

框 4 为 修改 部 分 . 修改 单 苞 中 计数 值 ,然后 转 框 2 背 做 下 -- 步 的 计算 . 








图 0.2 秦 九 韶 算 法 的 计算 流程 





上 一 节 介 绍 了 设计 直接 法 的 缩减 技术 .缩减 技术 针对 这 样 的 问题 , 它 的 解 是 
规模 足够 小 (通常 规模 为 0 或 1) 的 退化 情形 .这 样 , 只 要 设法 令 规 模 逐 次 减 |, 即 
可 将 计算 模型 逐步 加 工 成 解 的 形式 .这 种 加 工 过 程 可 用 "大 事 化 小 ,小 事 化 也 这 
名 俗话 来 概 拓 

有 些 问 题 的 “大 事 化 小 "过 程 似乎 无 法 了 结 . Zeno 悖 论 强 调 人 * 永 远 " 仍 不 上 
龟 正 是 为 了 突出 这 层 含义 .这 是 一 类 无 限 的 逼近 过 程 , 其 问题 的 规模 通常 是 实 
数 .正如 前 述 Zeno 算法 所 看 到 的 ,如 果 所 设计 出 的 通 近 过 程 按 某 个 比例 常数 一 
致 地 缩减 ,那么 ,适当 提供 某 个 精度 即 可 控制 计算 过 程 的 终止 .这 样 设计 出 的 算 
法 通常 称 作 和 迭代 法 . 


0.3.1 Zeno 悖 论 中 的 “Zeno 钟 ” 


Zeno 悖 论 所 表述 的 人 钨 追赶 问题 其 实 是 容易 求解 的 . 设 人 与 龟 起 初 相距 
S$ ,两 者 速度 分 别 为 V 与 w, 则 容易 列 出 方程 
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-证 = [9) 
因 之 人 所 寺 人 龟 实 际 所 花费 的 时 间 
3 
好 一季 
我 们 再 运用 所 谓 预 报 校 忠 技术 处 理 这 个 简单 问题 ,为 将 来 求解 : 角 非 线性 
方程 做 准 痢 ， 
没有 解 二 的 革 个 预报 和 值 t , 帘 望 提供 校正 量 Ar , 秀 校 正 值 
引 1 二 上 
能 更 好 地 满足 所 给 方程 (49), 即 尽 可 能 准确 地 成 立 
有 十 站 让) 一 下 二 站 人 安 
注意 惠 w 是 个 小 量 , 度 校正 量 At 也 是 个 小 量 , 从 于 式 当 中 罗 去 站 阶 小 量 zaAF， 
得 


tf 二 








VE 由 贡 一 二 (10) 
求解 这 个 方程 ,所 证 出 的 校正 值 二 = +At 为 
二 
人 - 


进步 视 5 为 新 的 预报 利 重 复 施行 上 述 手 续 求 出 新 的 校 止 值 六 , 依 世 肯定 出 
1 如 此 反复 地 做 上 下去, 即 可 生成 -个 近似 依 序 列 证 ,4 ，…, 这 就 规定 了 一 个 逮 
代 过 程 ,其 选 代 公式 为 

站 (1) 


Zeno 悖 论 所 表述 的 遵 近 过 程 正 是 这 种 选 代 过 程 , 当 友 >se 时 式 f10) 的 选 代 
结果 去 将 收 租 证 大 追 土 危 所 再 的 时 间 赤 . 

那么 ,Zeno 强 轴 人 “永远 " 追 丰 上旬 试图 表达 什么 含义 呢 ? 

我 们 知道 ,任何 形式 的 重复 均 可 作为 时 间 的 量度 , zeno 在 刻 症 人 锡 迫 赴 过 
征 时 实际 上 设置 了 申 个 “时钟 :一 个 是 日 常 名 到 ,其 会 义 邢 需 解释 ;Zenoo 又 将 选 
代 次 数 天 一 一 部 一 人 迫 - 赶 过 程 ( 参 看 多 0.1) 的 重复 次 数 视 汶 另 一 种 * 时 钟 ”不 
息 称 这 时钟 为 Feno 钟 .Zcnoo 钟 上 采取 离 艇 的 计数 方式 , 它 仅仅 县 正 整数 值 . 
Zeno 公式 (11) 表 有 明 , 当 Zeno 钟 天 赵 于 ce 时 人 才能 退 上 和 龟 ,zeno 正 是 依据 这 一 圳 
实 世 言 "人 永和 撑 追 不 上 上 龟 ”. 


0.3.2 开 方 算法 


莘 在 四 上 千 多 年 曾 , 硒 平 训 西 南部 的 止 巴比伦 地 区 (现今 伊拉克 境内 1) 就 已 经 
蝴 发 出 数学 钾 臣 的 幼 芽 .十 岂 比 伦 数 学 取得 了 一 系 记 各 要 成 就 ,譬如 制 成 了 有 关 
平方 根 的 数 表 .证 巴比伦 人 制造 开 方 南 的 方法 难以 考证 ,不 过 可 以 想象 其 计算 方 











法 必定 相当 的 简单 . 
现代 电子 计算 机 上 又 是 怎样 计算 升 方 值 的 呢 ? 
相对 于 加 减 乘除 四 则 运 等 来 说 , 开 方 运算 无 疑 是 复 条 的 .大 们 白 然 希望 将 复 
霖 的 开 方 运算 归结 为 四 则 运算 的 重复 ,为 此 需要 没 计 某 种 算法 . 
给 定 e >0, 求 开 方 值 va 的 问题 就 是 要 解 方程 
2 一 站 = 【4127》 
这 旦 个 非 线性 的 一 次 方程 ,从 初等 数学 的 前 度 来 看 它 的 求解 有 难度 .该 如 何 化 难 
为 易 呢 ? 
设 给 定 基 个 预报 值 ru ,我 们 希望 借助 于 某 种 简单 方法 确定 校正 量 Azr ,使 校 
正 值 r,= xzo+ar 能 够 比较 准确 地 满足 所 给 方程 (12), 邯 有 
《十 胡 了 rss 
假设 胡 正 量 Ar 是 个 小 量 ,为 简化 计算 ,舍弃 上 式 中 的 高 阶 小 量 (Azr7 ,而 令 
二 
这 是 关于 Az 的 一 次 方程 , 撕 此 定 出 Az ,从 而 对 校正 条 =、+azr 有 
人 
反复 施行 这 种 预报 校正 手续 , 即 可 导出 大 方 公式 
mm， 一 和 ,1 2 (13) 
从 给 定 的 其 个 初 值 rr > 出 发 ,利用 上 式 反复 迭代 , 即 可 获得 满足 精度 要 
有 的 开 方 值 v< . 
算法 0.2 任 给 ro>0, 对 大 =0,1,2,… 执 行 算式 (13), 直 到 入 差 
孜 2 为 给 定 精度 ) 为 止 ， 最 终 获 得 的 近似 值 二 即 为 所 求 . | 
设置 两 个 单元 zh yi 分 别 存放 选 代 前 后 的 近似值 ， 则 上 述 开 方 算法 的 计算 
流程 如 图 0.3 所 示 . 
例 珊 开 方 算法 求 .2 , 没 取 一】. 


解 *” 的 准确 值 为 1. 414 213 56… ' 取 “= 2 按 式 (13) 选 代 4 次 即 可 得 出 
准确 到 = = 10“ 的 缚 时 1.414 214( 见 表 0.1) 灾 ， 

















出 ” 称 近 似 值 x 关于 精确 值 v “准确 到 "e ,如 果 西 者 的 偏 基 1y | 二 
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， 如 





过 
1L44216 
1.4!4 214 
1.414 214 








1.000000 
1.500 000 
1 .416 667 


0.3.3 校正 技术 的 设计 思想 


上 述 开 方 算法 虽然 结构 简单 ,但 它 深刻 地 指示 了 校正 技术 的 设计 因 配 .前 
已 指出 ,算法 设计 的 基本 原则 是 以 简 御 繁 ,即将 复杂 计算 化 认为 一 系列 简单 计算 
的 重复 .迭代 法 突出 地 体现 了 这 项 原则 ,其 设计 思想 可 概括 为 以 简 御 繁 , 逐 步 求 
精 . 

所 请 “以 简 御 繁 ”, 是 指 构造 某 个 简化 方程 近似 赫 代 原先 比较 复杂 的 方程 ,以 
哆 定 所 给 顶 报 值 的 校正 量 . 这 种 用 于 计算 校正 量 的 简化 方程 称 作 校正 方程 . 关于 






tt 一 二 | 全 








校正 方 穆 有 以 下 两 项 基本 要 求 ， 
41) 逼近 性 
它 与 所 给 方程 是 近似 的 . 阴 近 程度 越 高 ,所 获得 的 校正 量 越 准 确 . 
(2) 简单 性 


校 王 方程 越 简单 ,所 需 讨 算 莉 越 小 . 求 校 下 量 通 常 采 取 显 式 计算 . 
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应 当 指 出 的 是 ,在 设计 校正 方程 时 ,上 述 盘 近 性 与 简单 性 往往 是 顾此失彼 的 
耳 个 下 盾 央 素 , 台 近 性 高 ,往往 会 导致 校正 方程 的 复杂 化 ,使 计算 量 显著 增加 ,在 
具体 设计 校正 方程 时 需要 权衡 得 失 . 

如 何 利用 简单 的 校正 方程 获得 原 方程 的 解 呢 ? 为 使 简单 转化 为 复杂 ,一 种 
行 之 有 效 的 途径 是 递 推 化 . 对 于 给 定 的 某 个 预报 值 zx, ,利用 校正 方程 计算 校正 
量 从 而 得 出 校正 值 zf ,这 就 完成 了 迭代 过 程 的 一 步 . 是 否 需 要 继续 帮 代 取决 于 
校正 量 是 否 满足 精度 要 求 .如 果 不 满 足 精 度 要 求 , 则 用 老 的 校正 值 充 当 新 的 预报 
值 重 复 上 述 步 味 .如 此 继续 下 去 ,直到 所 获得 的 校正 值 满足 精度 要 求 为 止 .由 此 
可 见 , 和 迭代 过 程 是 个 "逐步 求 精 " 的 递归 过 程 . 





0.4.1 zeno 算法 的 升华 
再 考察 Zeno 算法 .对 于 给 定 的 预报 值 加 , 按 式 (10) 校 正 值 为 


入 省 YN 
生 关 一 
据 此 有 
VE - 旭 三 S 
两 端 同 除 以 V 一 5 有 
va SS 
V 有 大 六 村 
需要 提醒 注意 的 是 ,上 式 右 端 
1 二 _ 交 - 
人 一 忆 


为 人 追 上 龟 实际 所 需 的 时 间 , 即 人 怨 追 赶 问题 的 精确 解 ( 参 看 0.3 节 ) .由 此 可 
见 ,精确 解 等 于 预报 值 !, 同 它 的 校正 值 忆 , 两 者 的 加 权 平 均 ; 


中 


二 = 世 

我 们 看 到 ,这 里 将 任意 一 对 粗糙 的 迭代 值 和 ,局 ( 它 们 的 精度 可 能 都 很 关 ) 
榨 国 定 方程 式 (14) 进 行 松 弛 ,结果 总 可 以 获得 所 给 方程 的 精确 解 上 .这 种 化 粗 
为 精 的 加 工效 果 是 奇妙 的 . 


0.4.2 松弛 技术 的 设计 思想 


在 实际 计算 中 常常 可 以 获得 目标 值 严 " 的 两 个 相伴 随 的 近似 值 忆 与 已 ， 


1 三 (1 二 ol 一 at 包 (14) 


一 
一 一 
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如 何 将 它们 吉 工 成 更 高 精度 的 结果 呢 ? 改善 精度 的 一 种 简便 而 有 效 的 办 法 是 ， 
皮 棒 者 的 某 种 加 权 平 均值 作为 改进 簿 , 即 念 
天 = (1 一 wo)F +wRF， 
FF R) 
也 误 是 说 ,适当 选取 权 系 数 w 末 谓 整 校正 量 wfF，- F) ,以 将 近似 值 R 加 工 成 


更 商 精 度 的 结果 天 下 是 二 于 这 种 方法 基于 校正 量 的 测 整 与 松动 , 故 称 之 为 松弛 
技术 . 

有 一 种 情况 特别 引 大 注 月 .如果 所 提供 的 一 对 近似 俩 PP ,下 有 优 雾 之 分 ， 
譬如 疡 为 优 而 杞 为 雾 ,这 时 往往 采取 如 下 松弛 方式 ( 参 稍 式 (14)1， 

天 = 人 +Tam)F， wp，o>0 

吨 在 松弛 过 程 中 此 扬 书 的 优势 而 抑制 局 的 沙 势 ,这 种 设计 策略 称 作 超 松弛 

概括 地 说 , 超 栓 籽 技 术 的 设计 向 理 是 忧 劣 互补 ,化 粗 为 精 . 

值得 指出 的 是 , 欲 使 松 池 技术 真正 实现 所 尚 精度 的 效果 ,关键 在 于 松弛 因 革 
wo 的 选取 .而 这 往往 是 相当 册 难 的 . 令 人 不 可 思议 的 是 , 单 在 棒 千年 前 , 智 达 的 中 
华 先 贤 就 已 经 掌握 这 种 向 深 精 洪 的 算法 设计 技术 . 


0.4.3 于 声 绝技 “ 割 圆 术 ” 


在 数学 史上 ,圆周率 这 个 奇妙 的 数字 窑 动 着 - 代 又 一 代数 学 家 的 心 , 大 少 估 

为 之 耗费 了 毕生 的 精力 . 按 现 存 文 献 记 载 ,在 这 方面 做 出 过 窒 出 贡献 的 , 当 首 扒 

二 希腊 的 阿 基 米 德 ,在 公元 前 3 世纪 ,他 用 国内 接 与 外 切 正 96 边 瑶 通 近 圆周 得 
出 天 的 近 航 和 值 3.14. 这 吓 会 元 前 最 好 的 结果 . 

关于 国 周 率 计算 问题 ,我 国 占 代 数学 家 也 做 出 过 太 出 的 贡献 .可 普天 数学 家 

刘 微 ( 公 元 3 志 纪 ) 各 提出 过 所 谓 * 割 加 术 ", 他 从 内 接 正 6 边 展 基色 正 12 边 形 ， 

髓 割 到 正 24 按 形 ,如 此 一 直 割 到 内 接 正 3072 过 形 ,得 出 的 近似 值 3.1441 6 





这 起 当 时 最 好 的 结果 . 
刘 微 不 俱 提 供 了 一 种 较 岗 率 计 算 的 达 代 算法 ,而 日 还 给 出 -个 加 速 台 近 公 
式 . 这 是 刘 徽 剂 疝 林 中 最 为 精彩 的 部 分 2. 
刘 繁 用 内 接 正 = 过 形 的 而 积 3, 来 台 近 国 商 积 ,并 睛 半径 * = 10 进行 卖 际 





625 625 
可 获得 高 精度 的 值 Sm . 刘 徽 提 供 了 如 下 加 全 过 程 : 


计算 .他 发 更, 利用 Su =314 号 与 S =313 84 也 个 相 糙 的 数据 进行 松 籽 即 





中 于 能 想 著 .于 十 冰 技 * 制 回 本 " ,第 一 版 .武汉 :华中 科技 大 学 骨 版 社 .2003 
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、 64 ，36 105 
S=- So+ (Sm 一 Sa) -314855+105x65 
] 0 
=314 3 314 站 Sn 


据 此 获知 r 一 3 了 .141 和 

各 这 样 ,如 巩 利 用 南 个 得 烙 的 近似 值 S ,gs 进行 松 继 , 结 果 获 得 了 禹 精度 
的 近似 值 So ,从 而 实现 了 圆周 率 计算 的 一 次 革命 性 飞 媳 . 

刘 徽 的 " 割 图 本" 碍 数学 史上 上 出 有 章 划 的 地 位 , 它 开 创 了 加 速算 法 设计 的 先 
河 . 直 到 1 700 多 第 后 的 20 世纪 ,西方 数学 家 才 基 于 所 谓 余 项 展开 式 探讨 如 近 
过 程 的 山 速 问题 (参看 本 书 第 二 章 2.5 节 ). 

松弛 技术 是 一 种 加 速 技术 ,而 加 速算 法 则 是 一 类 高 敬 竺 法 .高效 算 法 的 设计 
将 算法 学 提升 到 新 的 高 度 ,成 为 当代 高 性 能 计算 中 众 所 也 只 的 亮点 ， 


小 结 


学 习 计 算 机 上 的 数值 算法 .要 领悟 一 条 基本 原理 ,区 分 两 类 基本 六 法 ,掌握 
三 种 基本 技术 . 

计算 机 鞋 的 算法 形形色色 ,变化 万 二 ,但 万 变 不 离 其 宗 . 不 管 哪 一 种 计 和 工 机 
算法 ,其 设计 机 理 者 是 将 复 厅 化 归 为 简单 的 重复 .或 者 说 ,通过 简单 的 重复 生成 
复杂 .在 算法 设计 与 算法 实现 过 程 中 ,重复 就 是 力量 ! 

计算 机 上 的 数值 算法 大 致 分 为 直接 法 与 选 代 法 两 大 类 .直接 法 通过 有 限 步 
计算 直接 得 出 问题 的 解 ,而 迁 代 法 则 通过 某 种 选 代 过 程 这 步 逼 近 所 求 的 解 .本 书 
末尾 两 章 介 绍 求解 线性 方 理 组 的 直接 法 与 渤 代 法 ,将 会 看 到 , 选 代 法 与 直接 法 既 
征 此 对 立 叉 相互 统一 ， 

数值 算法 的 设计 技术 大 臻 有 三 种 :化 大 为 小 的 缩减 技术 ,化 难为 医 的 校正 技 
术 以 及 化 粗 为 精 的 投 弛 技术 .缩减 技术 与 校正 技术 分 别 适 用 于 直接 法 刁 渤 代 法 
的 设计 ,而 个 当地 评 用 办 张 技 术 有 可 能 显著 地 提高 选 代 过 程 的 收 顷 速度 

随 着 电子 计算 机 的 广泛 应 用 ,人 们 蕊 经 就 者 种 数值 阿 题 提出 了 夫 量 的 算法 ， 
所 涉及 的 文献 著作 数 以 于 五 计 ,形成 潜 繁 的 着 幢 . 面 对 这 知识 的 汪洋 大 海 , 该 如 
何 进行 有 效 的 学 习 和 研究 呢 ? 

学 习 和 研究 般 法 ,应 当 从 最 简单 的 做 起 . 

每 学 一 个 专题 ,首先 剂 析 一 两 个 最 简单 .最 初等 的 范例 . 璧 如 前 计 求 和 公式 
前 已 看 到 ,基于 这 上 电 极 其 简单 的 范例 可 提 浇 出 一 般 性 的 设计 技术 ， 

是 个 "上品 石 或 金 " 的 对 程 ， 

要 学 好 算法 ,关键 在 于 和 将 各 种 各 样 的 具体 算法 齐 行 归纳 分 类 ,并 触 类 这 通 . 
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《 周 休 算 经 》 中 上 十 先 资 陈 子 告 让 后 人 ,学 习 算 法 要 有 "“ 智 类 之 明 ", 问 一 类 而 以 
万 事 达 " ,这 是 一 服 解读 各 种 算法 的 灵丹妙药 ， 





习 题 0 
1. 用 缩减 技术 计算 
下 
设计 出 果 乘 求 积 算法 ,并 绘制 计算 流程 图 
2. 运用 编 减 技术 设计 
忆 一 2 人 (2 ja 
的 求 信 算 法 (这 里 约定 上 | 为 - 1 ,并 绘制 计算 流程 图 
3. 谴 己 rear ha lt+w 试 对 给 定 * 设计 导数 PTz) 的 求 值 算法 ， 
4. 用 校正 技术 解 方程- - 。 = 0, 设 计 求 傅 数 1/a 而 不 用 除法 的 选 代 算法 ,并 绘制 计算 泊 
程 图 
1+Y5 


_ 计算 太 程 盖 1zr-1=0 的 止 根 -一 本 一 


了 取 < -1 工 .用 和 夺 生 公式 -+ 一 ] 二 


沙 精 诬 10”. 
6. 将 是 5 选 代 前 后 的 值 加 权 平 均 生 成 徐 代 会 式 


,要 


1 
1 咱 计 十 工 | 
玫 


研 验 证 ,其 取 由 = 霹 则 上 列 公式 可 改进 是 5 的 收 和 伍 速度 ， 
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人 类 在 长 期 的 生产 实践 和 科学 探索 过 程 中 获得 了 大 量 的 数据 , 制 成 了 各 种 
各 样 的 数据 表 . 所谓 “插值 ”, 通 俗 地 说 ,就 是 在 所 给 数据 表 中 再 " 插 " 进 一 些 所 震 
要 的 值 . 

插值 方法 源 于 科学 研究 的 实践 .在 17 世纪 ,西欧 科学 探索 活动 空前 活跃 ,发 
生 了 诸如 哥伦布 发 现 * 新 大 陆 ” ,麦哲伦 环球 航行 等 一 系列 重大 事件 . 科学 实践 的 
客观 需要 强烈 地 推动 了 清 值 方法 的 演 入 人 赋 究 . 

插值 方法 是 一 类 古老 的 数学 方法 . 早 在 一 千 多 年 前 的 隐 唐 时 期 ,智慧 的 中 华 
先贤 在 制定 历法 的 过 程 中 就 已 经 广泛 地 运用 了 插值 技术 .公元 6 世纪 , 陷 朝 齐 
已 将 等 距 节点 的 二 次 插值 应 用 于 天 文 计 算 ,中 国人 关于 插值 方法 的 全 究 时 于 西 
方 一 千 多 年 . 


| 问题 的 提出 


[ 程 实践 与 科学 研究 过 程 中 会 磁 到 各 式 各 祥 的 末 数 F), 有 的 表达 式 
很 复杂 ,有 的 甚至 提供 不 出 F(z ) 的 表达 式 ,而 只 是 通过 实验 和 计算 获得 有 十 节 
点 上 的 函数 值 f(z ) = v ,或 者 说 ,只 是 提供 了 一 张 函 数 表 ( 如 表 1.1 所 


示 ). 














表 1.1 
2 太 1 放 | 2 装 ， 
VE 二 刀 怀 ) yn Wi V' 2 TV 


| 





林 就 是 设法 利用 已 给 数据 表 求 出 给 定点 z 的 函数 值 y, 表 中 的 数据 上 
2 (=0,1,…,m) 称 插值 节点 ,所 要 插值 的 点 zx 称 插值 点 . 

插 和 计算 的 目的 在 于 ,通过 尽 可 能 简便 的 方法 ,利用 所 给 困 数 值 w 加 工 出 
插值 点 二 上 具有 足够 精度 的 插值 结 末 

在 这 种 意义 上 ,插值 过 程 是 了 [的 过 程 . 

不 言 而 喻 ,所 给 函数 表 1.1 的 每 个 数据 w 均 可 近似 地 充当 插值 结果 ,只 十 
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粘度 不 够 .月 然 会 想到 ,能 香 将 这 些 数据 适当 组 合生 成 所 要 的 插值 结果 呢 ? 
问题 在 于 ,如 何 选取 组 合 系数 1 ,使 组 合 值 
交 三 六 浊 巴 (1) 


| 


只 有” 尽 可 能 高 "的 精度 .为 此 要 求 提供 一 种 判别 插值 精度 高 低 的 准则 . 


[汪汪 代数 精度 的 概念 


再 考察 插值 公式 (1) .注意 到 v = 1(z ) 而 所 求 结果 YY 为 Fz) 的 近似 值 ,对 
应 于 插值 公式 (1) 有 如 下 近似 关系 式 


Hz)s >F(zi) (2) 


这 伴 ,插值 方法 所 要 解决 的 问题 是 ,如 何 选取 系数 ,使 近似 关系 式 (2) 对 于 所 给 
图 数 /能 够 比较 准确 地 成 立 . 

币 积 分 的 Taylor 分 析 表 明 ,一 般 函 数 可 用 代数 多 项 式 来 近似 地 刻画 , 因 之 ， 
为 要 保证 冰 数 关系 式 (2) 具 有 * 尽 可 能 高 "的 精度 ,只 要 令 它 对 于 * 尽 可 能 多 "的 代 
数 多 项 式 zz ) 均 能 准确 地 成 立 ,具体 地 说 ， 

定义 1 称 近似 关系 式 (2) 具 有 m 阶 精度 ,如 果 它 对 于 次 数 壹 必 的 多 项 式 
均 能 准确 成 立 ,或 者 说 , 它 对 于 宕 函数 /= 1.z,z2,…,z" 均 能 准确 成 立 ,而 对 
天 = 不 准确. 

称 插 值 公式 (1) 具 有 冯 阶 精度 ,如 果 其 对 应 的 近似 关系 式 (2) 具 有 几 阶 精 
度 ， 

特别 地 , 令 式 (2) 对 于 零 次 式 /= 1 准确 成 立 , 可 列 出 方程 

2 =1 

这 表明 插值 方法 是 一 种 平均 化 方法 . 因此 这 项 数据 加 工 手 续 亦 可 称 作 插 值 平均 . 


下 一 节 将 会 看 到 ,基于 定义 1 的 精度 判别 准则 ,插值 公式 的 构造 问题 可 化 归 
为 求解 代数 方程 组 的 代数 问题 . 





先 考察 简单 的 两 点 插值 . 


[1.2.1 两 点 插值 


设 给 定 含有 两 个 节点 的 数据 表 ( 如 表 1.2 所 示 ) 














) 昌 1 





求 作 形 如 
是 二 和) 3 十 和 1 {3) 
的 捅 值 会 式 ,上 蕊 中 ao ai 为 待定 系数 .为 此 令 其 对 应 的 近似 关系 去 
FT FzD TAI 庆 并 站 
县 有 一 阶 精 度 , 即 对 于 车 表 数 f=] ,fx 准确 成 立 , 则 可 列 出 方程 组 
1 11 
1 十 和 iTT| 三 池 


运用 Cramer 法 则 解 得 





1 1 和 1 | -ar 
[> |) 2 |- 去 二 1 
间 理 有 有 

1 四 


有 人 而 优 娄 据 才 1.2 作 出 的 形 如 (3 的 插值 公式 是 


二 十 1 十 中 粳 
3 (了 ) 
本 | 


这 就 解 次 了 下 述 了 网 点 播 值 问题 . 

问题 1 发 给 定数 据 表 1.2, 求 侨 形 如 {3) 的 插 香 公 式 使 具有 一 阶 精 度 . 

例 1 运用 引 论 0.3.2 小 节 的 开 方 算法 可 造 出 开 方 才 1.3, 试 利用 这 张 数 据 
形 依 两 点 搬 仁 会 蕊 44} 求 开 方 值 3.45. 


表 1.3 

四 

1.000 00 上 L.414 21|1.732 05|2. 000 00|2.236 07|2. 449 49|2.645 75|2 .828 43 

解 ” 取 靠近 搬 值 点 了 =3.45 的 两 个 插值 性 点 rr =3,z=4 恢 式 (4) 求 得 = 
1.852 03 ,与 准确 值 v3.45=1.857 417 56… 比 较 , 这 :结果 有 3 位 有 效 数字 鱼 . 




















让。 称 基 一 近似 情 太 下 位 有 将 数 字 ,如 毕 它 与 准确 值 的 姐 差 不 超过 其 六 位 的 半 个 单位 , 例 1 的 计算 
外 果 1.8S2 6 与 准确 舍 比较 ,其 误差 小 于 林 > 1 , 即 林 越过 第 -一 位 的 灶 个 单位 , 禾 它 看 3 位 有 效 娄 字 
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1.2.2 三 点 播 值 


两 点 插值 的 精度 不 高 .为 改善 精度 进而 考察 二 点 插值 ， 
问题 2 设 给 定 会 有 一 个 节点 的 数据 表 ( 如 表 1.4 所 示 ) 
表 1.4 










yz) 负 3 3 
求 作 播 值 公式 
入 二 3 十 向 3 上 风 2Y3 【51 
使 具有 三 阶 精 度 . 


解 ” 按 定义 ,为 使 式 (5) 具 有 一 阶 精 度 ,要 求 其 对 应 的 近似 关系 式 
站 sn 天 TO 二 ALFCri Ta Fr 
对 于 Ap= 1 rr 准确 成 立 , 据 此 列 出 方程 组 
[rdAiTTa =1 


玫 站 和 十 站 人 | 二 页 工人 下 《6 
| 十 hz2 一 六 
对 于 给 定 的 插值 点 >, 上 式 是 关于 待定 参数 hu ,1,,; 的 线性 方程 组 . 仍 用 


(ramer 法 则 求解 .为 此 考察 其 系数 行列 起 
[1 1 1 


Vol io TI wa 








ri 
注意 反 
[11 上 1 


居间 二 1 攻 
并 





WA 4 上 ,7 二 
.下 汪 2 


关于 变 抱 上 是 个 一 次 式 , 它 有 两 个 零点 xi ,riy 且 其 首 硕 (6 项 } 的 系数 为 














] [ 
一 0 
| 
因而 可 以 断定 
Wi ,一 tr 一 0 外 一 0 一 
共 而 有 


VsT1y) TY 一 2 
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于 是 方程 组 (的 的 解 
Orz Ar2 


Cr 1 了 站 -TITTCzn da) 
世上 谍 到 节点 .mriyzrs 地 作对 等 ,又 有 
加 
“ 人 一 工 0 了 3 
Cr 
【《 -人 了 1 


40 二 








故 问 题 过 所 求 的 岳 全 会 式 为 





四 一 Jr 一 | 【3 3 | 
”2 一 人 3 
{ 一 2 一 |] 
Ca 罗 ( (7 
附带 指出 , 当 雪 节 点 和 豆 异 时 系数 行列 起 VC zolyr 的 值 异 于 小 ， 


因 市 问题 2 的 解 存 在 避 唯 -, 即 这 有 时 插值 会 式 仅 丰 式 471 一 种 ， 

例 z 依据 数据 表 1.3 利用 一 点 插值 公式 47) 计 算 开 方 值 3.45. 

解 注意 到 靠近 捅 值 点 =3.45 的 一 个 和 点 =2,2 = 3,rs = 利用 插 
值 合式 (7 求 得 =1.858 有 0, 癌 准确 值 比较 ,这 -结果 有 3 位 布 效 数 宁 . 其 误差 
小 于 例 1 的 两 点 捕 值 . 


112.3 多 点 播 值 


问题 3 对 于 给 定 的 数据 表 1.1 即 (wy=0,1…,0, 求 作 形 如 1) 即 





网 一 2 


的 插值 公式, 使 具有 ” 阶 精 度 . 
仿照 前 面 的 讨论 , 和 下 述 论 断 : 
定理 问题 3 上 叭 -- 可 解 , 旦 其 解 基 有 形式 
3 一 (8 


公式 称 作 Lagrange 播 值 公式 . 式 (4) 与 式 (7) 是 式 (8) 取 =1,2 的 特殊 情 








亲 
证 事实 上 ,为 合 求 积 公 式 (1) 有 ) 阶 精 度 ,要 求 其 对 应 的 近似 革 系 式 


Ha) SA 


一 必 


对 于 子 王 ] ,了 9 均 准 确 成 立 , 据 此 列 出 方程 组 
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区 | 和 十 和 二 十 
放 NEi 十 贡 ， 工 1 十 4 0 下 四 1 几 T， 二 元 


了 也 四 了 
】 10 7 二 4 1 hz 十 "十 信 一 导 





LAUPO 十 和 PT 二 Ara 十 十 二 


其 系数 行列 式 是 所 谓 Vandermonde 行列 式 








| 1 1 1 

本 六 | 本 3 下 
2 : 

Wi 站 7 7 
用 

二 工 








仿照 1.2.2 秆 的 做 法 不 难 证 明 
VCroEirayyz = (zi 一 oz 一 -Cry 一 zi | | 一) 
从 而 运用 Cramer 法 则 求 得 








Var) | 
4 二 一 | 说 二 
考虑 审 节 点 rtf=0,1 ,8) 地 位 对 等 , 知 
- 可 二 ， 了 三 帅 ,1 ,天 
站 
7 


故 有 揪 值 公式 (8) .定理 得 证 

Lagrange 公式 (8) 且 有 累 靳 累加 的 秀 套 结构 ,容易 编制 其 计算 程序 .事实 上 ， 
式 (8) 在 过 畔 上 表 规 为 二 重 循环 ,内 循环 (7 循环 ) 果 乘 求 得 系数 1 ,然后 再 通过 
外 循环 (4 循环 ) 累 加 得 出 搬 值 结 条 y， 
刚 1.1(Lagrange 揪 值 ] 设 沉 定数 据 表 [> ,人 1 
氮 工 , 据 式 (8) 求 得 插值 结果 > 

网 1.1 措 壕 了 Lagrange 插值 的 计算 流程 . 

针对 所 给 数据 表 运 用 插值 方法 时 ,人 们 往往 以 为 选取 的 插值 节点 越 称 ， 播 值 
结 所 越 准确 . 这 种 看 法 其 实 不 一 定 可 靠 .实际 计算 结果 表明 ,如 果 选 取 的 节点 过 
多 ,Lagrange 插值 的 计算 结果 反而 会 严重 失真 

实际 适用 情 值 方法 时 ,通常 在 捅 值 点 邻近 适当 选取 少许 几 个 节点 (两 .三 个 
或 者 四 五 个 ,如 例 1 . 例 2 那样 ) 进 行 插值 ,这 种 插值 方法 称 作 分 段 插值 法 . 

值得 指出 的 是 ,我国 古 代 天 文学 家 在 制定 历法 的 过 程 中 曾 深 入 地 研究 过 分 
段 插值 方法 ,做 出 了 杰出 贡献 ,例如 , 隋 朝 刘 灼 杰作 《和 皇 极 访 》(600 年 ) .中 唐人 备 








22 第 一 章 插值 方法 
















输入 数据 x 及 
伍 乙 ) ,0 1，…… 


ET 
| ER | 





图 1.1 Lagrange 插值 的 计算 流程 


一 行 所 造 《 大 衡 历 》(727 年 ) 都 使 用 了 分 段 三 点 搬 值 .特别 是 , 晚 唐 徐 昂 造 4 宣明 
历 》(822 年 ) 所 使 用 的 插值 技术 正 是 等 距 节点 的 所 谓 “ 有 限 差 方法 ”中华 先贤 
关于 插值 方法 的 研究 比 西方 超前 了 上 千年 . 





现在 将 Lagrange 插值 方法 (算法 1.1) 加 工 成 某 种 简单 计算 过 程 的 重复 . 
首先 引进 一 套 仅 限于 本 节 专 用 的 数学 符号 :对 于 给 定 的 插值 点 工 , 记 vv* 表 
示 依 数据 表 (z ,wy ),j =ii+1,…, 生 成 的 插值 结果 ， 


1.3.1 两 点 插值 的 松弛 公式 


设 两 对 数据 (zx ,yw ),(zyyi) 的 插值 结果 为 ww, 即 有 数据 表 ( 如 表 1.5 
所 示 ) 
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则 依 忒 54) 有 

昌 有 一 寺 二 册 元 _ 如 《0 
注意 到 数值 yw 其 实 是 w ,> 的 加 权 平 均 , 引 进 松弛 因子 
则 有 


Jor 三 nn 十 (一 ti ) 3 


To 一 3 
这 说 明 ,插值 结 果 可 以 看 作 是 数据 w 适当 修正 的 结果 ,其 校正 量 等 王 偏差 
0 的 oil 傍 . 
区 似 地 , 记 wa 表示 按 玫 1.6 所 示 数 据 表 生成 的 播 值 结 果 . 











则 有 
开 一 守 1 
3 二 一 JI 十 一 一 一 一 5 
枚 由 | 中 3 汪 相 | 
二 .Ya 十 本 3 《10) 
式 中 
村 本 3 
吧 | = 一 一 
| | 


1.3.2 三 点 插值 的 松弛 过 程 


进一步 考察 一 点 插值 . 记 三 组 数据 (rw ), (zy ,za ) 的 插 俏 结 
为 yo (如 表 1.7 所 示 ): 

















表 1.7 
2 nm 区 1 2 
则 依 式 (723 有 


《了 (TI 


(z -an)(z-ii) 
ET (1) 
白 然 会 问 4 能 和 否 用 随 点 插值 的 结果 os 松弛 和 牛 成 一 点 捅 俏 的 结果 3 呢 ? 
也 就 是 说 ,是 否 存 在 某 个 松 地 因子 ww ,使 成 立 


3 有 二 oo 30 十 【一 的 93 





二 3 二 tom 一 yy (12) 
依据 也 19) . 式 110) 和 式 (11) 术 难 发 更 ,上 式 左 端 与 右 端 均 为 如 的 线性 
组 合 { 在 插值 点 z 给 定 的 情况 下 ) , 比较 堪 吉 两 端的 组 人 台 系 数 容 易 汗 出 松弛 因子 


| 


到 位 一 





代入 云 (12) 知 

和 四 十 下 号 ， 
二 村 
出 此 可 见 , 式 (11) 三 点 插值 的 猎 值 结果 ws: 依 式 (13) 亦 可 理解 为 两 点 捅 值 的 插 
值 结 果 ,也 就 是 说 ,三 点 插值 的 数据 表 1.7 等 价 于 两 点 插值 的 数据 表 ( 奶 表 1.8 
所 示 ) 


《13 1) 








0 一 











其 中 0 :3 和 .02 均 为 两 点 插值 的 计算 结果 : 





1 
0 二 十 凶 1 fo ”1 ) 中 几 ” 二 一 
于 二 3 





3 二 9 十 的 3 芭 12 一 二 《14) 
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光一 
3 有 二 3 十 葬 oo 一， 全 用 二 


设 引 进 计 算 格 式 





百 SOTa(g 一 站 


苦 式 (14) 的 和 连 步 插值 过 程 可 表述 为 逐步 揪 值 表 ,如 表 1.9 所 未. 
串 1.9 





这 时 又 是 “简单 的 重复 生成 复杂 ”. 

例 3 例 上 依据 数据 表 1.3 用 两 对 数据 rz, =3,y =1.732 05,zs =4,y = 
2.000 00 搬出 二 =3.45 的 结果 ya =1.852 628. 若 是 改 用 两 对 数据 r, =2,y : 
1.414 21,7=3, =1.73205 则 驴 可 播 出 结果 wm =1.87s 078 .如果 利 用 这 两 

结果 按 式 (131) 进 行 是 点 播 什 ,得 ?mm=1.858 80. 这 一 结果 同 例 2 基点 擂 值 的 
计算 结果 是 - 致 的 . 

前 已 看 到 ,三 点播 值 可 以 化 好 为 两 点 播 值 的 重复 , 即 通 过 瞳 点 插值 得 到 结 
果 .一 般 纪 ， 反 介 地 计算 两 所 插值 即 可 生成 多 点 Brange 捕 信 (8) 的 值 .这 就 是 
所 谓 逐 步 三 值 算法 . 

下 而 担 就 4 个 节点 的 县 体 情 形 进 - 步 列 出 深 步 插值 的 计算 公 式 . 


1.3.3 多 点 插值 的 逐步 松弛 


进 一 砂 考察 4 点 播 值 (如 表 1.410 所 示 ) 
圳 1.10 





不 难 证 明 , 其 插值 结果 ys 可 以 通过 表 上 .11 所 示 松 弛 过 程 逐 步 生 成 : 
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表 1.11 

0 

Un1 
SS | 

亿 上 妈 
Y 二 YY 

CU33 包 13 二 司 

3 AS 

一 y23 = Vi Vi 





直接 运用 Lagrange 公式 (8) 容 易 验 证 ,对 于 表 1.11 中 新 增加 的 数据 (用 波纹 线 
标 出 ) ,成 立 
3 二 3 二 一 四 ) 23 三 有 


3 


王 生 0 





(135) 


y4 三 33 十 aa(Lyz 一 33) woi3 三 
5 


0 





0 三 y3 十 om(Cyoz 一 多 3 多 由 二 ee 
民 D 四 学 


以 上 加 工 手续 可 以 推广 到 任意 多 个 节点 的 一 般 情 形 . 总 之 ,反复 执行 逐步 松 
弛 的 加 工 手续 ,可 以 将 多 个 节点 的 插值 计算 化 归 为 两 点 插值 过 程 的 重复 .这 里 又 
一 次 体现 了 "简单 的 重复 生成 复杂 "这 一 基本 原理 . 

渎 者 可 以 联系 多 项 式 求 值 的 秦 九 韶 算 法 (参看 引 论 0.2.3 小 节 ) 考 虑 逐步 插 
值 算法 的 理论 背景 .为 此 再 从 函数 逼近 的 角度 考察 插值 方法 . 


11.4.1 插值 逼近 的 概念 


实际 问题 当中 碰 到 的 函数 /zz) 可 能 很 复杂 ,直接 研究 zz) 往往 很 困难 . 
面 对 这 种 情况 ,一 种 很 自然 的 想法 是 ,设法 将 所 考察 的 函数 "简单 化 ,也 就 是 说 ， 
构造 某 个 简单 函数 g(z) 作 为 FLz) 的 近似 ,然后 处 理 g(z) 获 得 关于 岂 工 ) 所 要 
的 结果 ,这 类 方法 称 作 逼近 方法 . 

插值 方法 是 逼近 方法 的 一 种 .如 果 要 求 禹 近 函 数 g(z) 与 所 通 近 的 复杂 男 
数 /xz) 在 若干 节点 上 取 相 同 的 离散 信息 一 一 警 如 取 相 同 的 函数 值 或 导数 值 ， 
这 种 禹 近 方法 称 作 插值 方法 .用 插值 方法 逼近 z) 的 通 近 盟 数 g(z) 称 作 插值 





1.4 插值 天 近 27 





函数 ， 
可 以 选用 不 同 美 型 的 简单 郑 数 充当 插值 裔 数 ,如 果 限 定 捅 值 果 数 为 代数 多 
项 式 ,这 类 插值 方法 称 为 代数 播 值 ,相应 的 插值 函数 亦 称 插 倩 多 项 式 ， 
代数 插值 又 分 多 种 类 型 


1.4.2 Tayler 插值 


温 故 而 知 新 .在 介绍 新 的 措 值 方法 之 前 ,首先 辐 盔 下 大 们 所 熟知 的 Taylor 
展开 方法 . 作 汶 微 积 分 方法 核心 内 容 的 Taylor 展开 式 其 实 就 量 一 种 揪 值 公式 . 

众所周知 ,对 于 所 考察 的 图 数 jx) ,在 给 定点 rw 邻近 它 可 以 用 Taytor 展 
开 式 疡 (zz) 来 通 近 ， 


人 





户 【 开 】 一 0 十 Ca -- -0 十 六 0 一 0 十 ”十 : re) 


好 
这 个 区 项 式 与 Ar 在 点 rw 具有 和 家 问 的 直到 ” 阶 导 数值 : 
六 0) 二 01， (16) 

因 它 可 以 看 作 下 述 Taylor 插 伟 的 解 : 

问题 4 设 已 知 产 靖 在 点 -2 处 的 导数 值 六 ro) =0 1 72, 求 作 
次 式 ”“p(zr) 德 满足 式 (16) 

例 4 作 Pr)svwzx 在 ri=4 的 一 次 与 二 次 Taylor 多 项 式 , 并 利用 它们 求 
7 v3.45 的 近似 值 . 

解 注意 到 


HOTV2 CD 1 


。 1 
.1 
1 三 4， 居 ) =2， 广 (rn=025， 产 (ri)= -0.03125 
作出 一 次 ,次 插值 多 项 式 
再 fr) 一 了 十 间 .25fr 一 直 ) 
ar +.25f7 一 有 .015 62507 一 4 
令 z=3.45 分 别 求 得 近似 值 加 (rr)=1.8625 与 站 (xz)=1.8S777, 同 准确 值 


v3.45=1.857 417 56… 比 较 , 它 们 分 别 有 2 位 和 4 位 有 效 数字 ， 


1.4.3 Lagrange 播 值 


表述 Taylor 插值 要 求 插入 函数 关 (r) 与 所 逼近 的 函数 六 xz) 在 展开 点 z, 具 
有 相同 的 下 到 ”和 玲 导 数值 ,这 项 要 求 很 苛刻 ,函数 Az) 必 须 相 当 简 单 才 行 . 








他 本章 所 说 的 a 次 志 , 往 往 泛 指 区 数 之 a 的 多 项 式 , 在 特殊 情况 下 引 隐 数 可 能 小 于 号 








28 第 -~ 章 插值 方法 





为 使 插值 方法 便于 使 用 ,可 增添 表 数 值 来 替代 所 葛 提 供 的 导数 值 . 如 要 求 
插值 画 数 训 (zy) 与 所 道 近 的 转 数 六 z) 在 一 系列 节 折 . 上 朱 档 网 的 琢 数 什 ， 这 种 插 
值 方法 称 作 Lagrange 擂 值 . 

Tagramnge 岳 值 的 提 法 旦 : 

间 题 5 说 已 知 FLz) 的 两 数值 Fr ) = 0,1，a, 求 作 次 式 户 (z) 重 
满足 

户 《TI= 所 由 ,1 《17) 

解 其实, 这 里 所 要 梅 造 的 ”次 式 记 (xz) 在 1.2 节 早 马 给 出 .进一步 考察 
Lagrange 插值 会 式 {18) , 杂 视 r 为 变量 , 则 式 {8) 可 理解 为 关于 r 的 m 次 式 , 民 
作 疡 人 rr), 即 


的 





50 有 妇 一 昌 ,1 


| 





各 要 强调 指出 的 是 ,其 中 的 每 个 和 (z) 都 是 2 次 式 , 且 满足 条 件 

ifzi)=1 

AT 二 有 卫生 
通常 称 这 些 4.{(z) 为 Lagrange 插值 基 画 数 .考虑 到 1 (rz) 在 节点 上 取 特 味 值 ， 
立 戎 华 知 


多) 0 
因而 训 (z) 即 为 问题 5 的 解 . 


1.4.4 Hermite 搬 值 


诈 面 考察 了 两 种 代数 插值:Tayieor 捕 值 要 求 插值 遂 数 与 原来 的 丽 数 在 某 一 
上 气 上 有 相同 的 导数 值 ,而 Lagrange 搬 值 则 变 求 两 者 在 多 个 节点 上 让 相 同 的 昌 数 
值 .其 实 它 们 是 两 种 极端 的 情 癌 . 
正 共 旦 实际 问题 中 ， 为 了 保证 插值 茧 数 能 更 好 地 密 人 台 原 来 的 鸯 数 ,不 但 要 求 
“过 点 ”, 即 两 者 在 节点 上 有 共有 相同 的 吨 数值 ,而 且 要 求 “ 相 切 ”, 即 在 节点 上 还 具 
和 相同 的 导数 值 这 类 插 信 称 作 切 触 插值 ,或 和 Hermite 擂 值 . 
显 然 , Hermite 插值 是 Lagrange 插值 与 Tayler 插值 的 综合 与 排 广 . 这 里 考察 
两 个 简单 的 Hermite 播 值 问题 ,以 为 下 一 节 的 样 条 插值 做 淮 备 . 
问题 6 求 作 二 次 式 (z) 使 注 足 条 件 
户 区 To 二 加， 六) 0 【18 
疡 区 了 站 二 名 
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解 下 面 提 供 二 条 途 征 构 造 .fr ) 
1. 待定 系 数 法 
谍 所 求 才 项 式 为 


下 一 二 十 让 
依 捅 值 条 件 (18) 可 列 册 方程 弓 
站 十 在 ET 十 全 二 区 
十 人 Fi 二 人 二 旨 
1260 十 在 二 其 
据 此 解 出 系数 cuvei,as 即 得 所 求 的 疡 (ez)》， 
构造 捅 值 多 项 式 的 生 定 系数 法 是 一 种 代数 化 方法 ,这 和 神 方法 有 普 适 性 ,只 是 
所 归结 出 的 代数 方程 组 往 首 形式 比较 复杂 . 
2 余 项 校正 法 
肯 考 察 插值 条 件 (18) ,注意 色 满 足 条 件 PCzo)= mn， 思 (rm)= 的 插值 多 
项 式 是 


刀 阅 | 二 交 
设法 用 某 个 " 余 项 " 校 止 (0z) 以 获得 所 求 的 训 fc) , 设 令 
疡 区 人 一 疡 (r) er 一 一 人 ) 
则 不 管 余 项 系数 。 怎样 取 值 ,总 有 户 (zo) = 办 ,和 (zi )=y ,再 用 晋 下 的 一 个 
条 件 pa(zrno)= ?0 确定 系数 c 即 得 所 求 的 户 (>) 
这 用 余 项 校正 法 档 造 搬 值 多 项 式 ,目的 页 于 尽 可 能 地 减少 待定 系数 的 个 数 ， 
从 而 使 所 归结 出 的 代数 方程 组 比较 容易 求解 . 
3, 基 男 数 方法 
基 郴 数 广 法 的 设计 机 理 是 ,将 捕 值 多 项 式 的 构造 化 归 为 求解 儿 个 特殊 数据 
胡 的 禁 值 问 题 . 
为 简化 处 理 , 先 设 ro =0,x=1 面 令 所 求 的 总 (z) 有 具有 形式 
为 3) 0 人) 二 oz +3n 轴 (Cr) 
式 中 基 函 数 or{z) ,efzr) ttz) 均 为 二 次 式 ,它们 分 别 满足 和 茶 件 
po(0)=E， of)=of0)= 人 0 
oilI，9of0)=PI0)=0 
5 人 001， 和 (0 一 轴 人 1)=0 
清 足 这 些 条 件 的 揪 值 多 项 式 很 容易 构造 出 来 .事实 上 ,由 条 件 和 (0)= 训 (1)=0 
知 多 (7) 有 有 两 个 替 点 =0,1, 因 而 它 具 有 形式 





册 人 1 
再 利用 剩 下 的 - -个 荣 件 加 (0) = 上 定 出 <= 一 睛 于 是 有 
ri 二 人 -人 ) 
浆 , 用 茶 件 gf -0 知 eof7) 有 一 个 零点 了 =1 故 它 具 有 形式 
区 = Tc) 
再 用 剩 下 的 两 个 条 件 pt0)=1,29401=0 可 列 出 方程 组 





] ”=1 
| 一 et 户 =0 
由 此 得 知 < = 少 - -1 从 而 看 
GT 
周至 有 
的 (CT 


这 就 针对 ru =0,zr, =1 的 特攻 情 形 构造 出 所 求 的 捅 值 多 项 式 . 
- 般 地 ,如 果 ra 是 随 塌 给 出 的 两 个 节点 , 则 通过 变换 上 = 一 - 
zi wx 则 可 变 到 节点 为 0,1 的 情形 ,因而 问题 6 所 求 的 搬 值 多 项 式 只 有 形 世 


定 一 


PDT 
基 数 方法 的 设计 思想 依然 是 尽量 简化 所 归结 出 的 代数 方程 组 .如 果 所 考 
察 的 插值 问 是 上 共有 对 称 结构 , 则 往往 首选 基 明 数 方法 .前 述 Lagrange 插值 的 癌 
题 5 是 这 种 情形 .下 面 骨 举 一 个 Hermite 尾 导 的 例子 . 
问题 7 求 作 革 次 式 + 个 满 足 条 件 
太古) 
六 7zoj=30， 轧 ii) = 
解 这 个 问题 有 对 称 结构 ,考虑 用 其 了 明 数 方法 求解 . 记 所 -ri rn, 念 
式 中 ore9zr (ztz) 是 插值 基 函 数 ,它们 分 别 满足 插 蔓 条 件 
Pit = nt enf0= oil) = 
oo0)=oi0)=oi(1= 0 
WO 二 (= 和 (= 由 人) -0 
(= 一 喜人 = 让 (0=0 
作为 习题 , 清 读者 自行 尼 出 这 些 插值 基 隔 数 ,结果 是 
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( 交 ) 一 《元 一 了 (2 吉本 二 (二 23) 
山 ( 到 ) = 无 ( 灾 一 1 (二 )= 关 (一 1 





从 20 世纪 60 年 代 初 开始 ,首先 由 于 航空 .造船 等 工程 设计 的 需要 ,发 展 了 
所 谓 样 条 函数 方法 .今天 ,这 种 方法 已 成 为 数值 逼近 的 一 个 极其 重要 的 分 支 .在 
外 形 设计 乃至 计算 机 辅助 设计 的 许多 领域 , 样 条 函数 都 被 认为 是 一 种 有 效 的 数 
节 王 具 ， 


1.5.1 样 条 函数 的 概念 


样 条 轴 数 对 于 人 们 并 不 陌生 ,常用 的 阶梯 函数 (图 1.2) 和 折线 函数 (图 1.3) 
分 别 是 简单 的 零 次 样 条 和 一 次 样 条 . 





图 1.2 作为 零 次 祥 条 的 阶梯 函数 





yy-f(0) 
| 本 
| 1 1 yy= OO 
| 1 1 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
00= 区 和 交 了 ws 庆 


图 1.3 作为 一 次 样 条 的 折线 函数 


不 难 抽象 出 零 次 样 条 (阶梯 函数 ) 和 一 次 样 条 (折线 本 数 ) 的 数学 定义 . 对 于 
区 间 [La ,的 某 个 分 划 
AQ 三 2 区 二 工 三 0 
定义 2 称 S(7) 为 具有 分 划 和 的 零 次 样 条 ,如 果 它 在 分 划 A 的 每 个 子 段 
[zzi=0,1,…, 7 一 1) 上 都 是 零 次 式 ( 即 取 定 值 ); 而 称 S,(z) 为 具有 分 
划 和 A 的 一 次 样 条 ,如 果 它 在 每 个 子 段 [zz 上 都 是 一 次 式 , 且 在 每 个 内 结 点 
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rr=12 1) 末 数 值 连续 , 即 域 立 
号 二 的 2 
所 谓 样 条 男 数 ,从 数学 上 渤 ,就 必 按 一 定 的 光 请 性 要 求 “ 装 般 " 起 来 的 分 段 多 
项 式 . 需 要 注意 的 是 ,光滑 性 的 要 求 不 能 “过 分 ”. 忌 如 ,如果 进一步 要 求 一 次 样 条 
SCxz) 在 每 个 内 早点 都 具有 连续 的 一 阶 导 数 , 则 它 便 进化 为 区 间 [a ,5 上 的 - 
定义 3 称 S:fzr) 为 具有 分 划 A 的 二 次 样 委 , 如 果 它 帮 每 个 子 段 [z ri] 
上 都 是 二 次 式 ,日 在 肉 铬 点 连续 旦 具有 连续 的 一 阶 导 数 , 即 成 立 ， 
Sifr -0) -Sr +0)， 
号 (一 个) 三 全 (十 曲 )， 
定义 4 称 Si(r) 为 具 在 分 划 拉 的 三 次 样 条 ,如 果 它 在 每 个 子 段 [zz | 
土 吉 是 三 侈 式 , 旦 在 内 结 点 土 具有 直到 二 价 连 续 时 数 
Si(z， 0)=Si(0r 10)， 
Sr 0)=S(Cz+0，i=1,2 7.1 
Sr 一 人) 一 S30x 0) 
样 条 上 费 数 的 特点 是 , 它 既 是 充分 光滑 的 , 问 时 又 保留 有 一 证 的 问 断 性 . 兴 请 
性 保证 了 外 形 曲 线 的 平滑 优美 ,而 间断 性 则 使 它 能 转折 自如 更 被 灵活 运用 . 
样 了 洒 蚌 数 概念 米 源 于 工程 设计 的 实践 .所 请 * 样 条 ”(Spline) 是 耻 程 设计 中 的 
-种 绽 图 工具 , 它 是 锁 有 阐 性 的 细 长 条 .绘图 时 , 绘 周 员 用 压 铁 迫 使 样 条 通过 指 
定 的 型 翁 点 (zw ) ,并 用 调整 样 条 使 它 兵 有 光 洪 的 外 形 . 这 种 外 除 曲 线 可 以 看 
作 足 作为 弹性 细 这 的 样 条 ,在 压 铁 的 集中 载荷 作用 下 产 牛 的 挠 度 曲线 .在 挠 度 不 
大 的 情况 下 . 它 怡 好 表示 为 上 述 定 义 的 三 次 样 条 肯 数 , 压 铁 的 作用 点 就 是 样 条 两 
数 的 结 点 . 


1.5.2 三 次 样 条 插值 


样 条 捕 什 其实 是 一 种 改进 的 分 段 镍 值 .特别 地 ,由 于 折线 函数 就 是 一 次 样 
条 ,四 此 内 一 次 插值 而 言 , 样 条 插值 和 分 段 情 值 是 一 回 事 . 

下 面 和 将 主旨 研究 三 次 祥和 条 插值 .为 了 正确 地 提出 问题 ,首先 分 析 三 次 样 条 所 
共有 的 口 由 虚 . 

对 于 有 具 肯 分 划 aa= 多 工 妇 区 了 r 二 太 的 二 次 样 条 本 数 S;f(z) ,机 于 它 
在 每 个 子 段 上 上 都 是 二 次 式 ,总计 有 42 个 待定 参数 ,但 为 要 保证 在 登 个 结 点 处 连 
续 且 有 连续 的 一 阶 和 二 阶 导数 ,必须 附加 3(a - 1) 个 光 清 性 级 东 条 件 , 因 曾 
Si (zy 的 旦 由 度 为 


z 二 12: 一 








本 一 3 一 [一 7 3 
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就 是 说 ,为 了 县 体 博 定 具 有 分 划 A 的 二 次 样 条 函数 ,必须 再 补充 给 出 +3 个 条 件 . 
下 面 其 体 考 察 三 次 样 条 插值 
问题 3 求 作 及 有 分 划 的 一 次 律 条 Si0zr) ,使 满 是 
人 【2 人) 
Si(zn) 二 0， Sai(2)= 世 421) 
解 ” 样 杀 函 数 的 造 用 待定 系数 法 .问题 在 于 参数 的 选择 .由 于 S,(z) 在 
每 个 了 段 上 都 是 :次 式 , 而 每 个 一 次 式 有 4 个 系数 ,这 样 具 需 要 确定 42 个 系 
数 .因此 ,虽然 原则 上 可 选取 分 段 多 项 式 的 系数 作为 待定 参数 ,但 这 种 方法 所 归 
结 出 的 是 大 规模 的 稠密 方程 给. 
为 简化 计算 ,这 里 选取 结 点 上 的 导数 值 S1(a;) = 凡 作为 参数 , 按 上 一 节 的 
式 (19) 


人 汪 一 
号 区 本 旬 4 (二 十 锡 | ( 寺 一 和 











十 睛 0 (有 j) 十 真田 | (2 jm 1， 3 了 二 《221 
了 式 中 吕 = 工 -2 , 抽 
ep) 人 2zrTly，， ofz) 一 -27 二 3)， 
钊 必定) 
不 管 参数 六 怎样 取 值 ,这 样 梅 造 出 的 S$,(zr) 在 每 个 结 点 fm 1 
上 尾 定 连续 有 有 连续 的 一 阶 导 数 .现在 的 问题 是 ,怎样 选取 参数 办 的 值 熏 其 二 
阶 导数 也 连续 . 


对 式 (22) 求 导 两 众 , 易 得 
Si- 攻 人 袜 | 中， -是 于 安 才 ) -jw 





+ 加 口 忆 二 -4 mm 二 站 | 中 [ 生 守 ] -2?]ms 
因 之 ,在 子 段 [ri zi 的 左右 酚 端 分 别 有 


3 4712; 十 了 7 
及， 


Sr) 一 











,| 之 操 ， 十 才 
一 好 1 | (24) 


Si ) = 二 人 
为 了 保证 二 阶 时 数 的 连续 性 


号 3 【十 ， 一 人 一 Si fr, 二 0D)， 7 二 2 一 
起 (23) 本 式 (24) 庶 当 相 容 ,因而 应 有 
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HL 十 旦 入 立 8; 十 一 
3 (25) 
人 
令 
= 四 且 -3 人 加 
二 抽 于 
由 式 {25) 可 表 为 
{1 一 ay + ea 二 《26 1 
另外 ,由 条 件 (21) 直 接 给 出 


7 二 3 二 
据 此 从 式 (26) 中 消去 ms 和 mm， 即 可 归结 出 关于 参数 加 ,ms 站， 的 方程 
组 





| 二 ai 一 岂 一 《人 |- 0 
(一 Ji 二 2N+Tamil = 让， 了 了 3 【27】 
| ] ”站 w 1 


这 种 形式 的 方程 组 称 作 样 条 插值 的 基本 方程 组 ,这 类 方程 组 由 于 其 系数 矩阵 


| 2 ai 国 
上 下” 立 允 | 


j 1 as 之 父 。 -2 
| 0 放 -1 2 


的 非 零 元 素 集 中 在 三 条 对 角 线 上 而 被 称 作 是 三 对 角 型 的 .求解 这 类 方程 组 的 一 
种 有 效 方 法 是 所 请 追 赴 法 ( 矢 看 第 六 章 6.1 他 )， 

综 上 所 述 , 伴 条 插值 的 计算 过 程 分 巫 步 : 先 求解 基本 方程 组 (27) 确 定 参 数 
zi ,所 乒 利用 显 式 公式 (22) 求 出 插 伪 结果， 


三 = 





























| 算法 二 ,23( 样 条 焚 信 ) 
设 给 定数 据 表 
表 1.12 
，， o ww 和 y 
3 0 yy 








球 解 方程 组 (27) 确 定 参 数 由 (1 二 1.2,… ,1) ,然后 依 武 (22) 计 算 插值 结果 


性 Sa(z) 
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例 5 对 于 函数 jz)= Ts， 取 等 肥 节 点 rr = .5+ii=0,1…,10, 设 


已 给 出 节点 上 的 函数 值 以 及 左右 两 个 端点 的 一 和 阶 导 数值 , 按 上 述 样 条 昌 数 方法 
进行 插值 .计算 结果 见 表 1.13， 


















































表 1.13 
= Fa Si(z) x | 了 Si(7r) 
530 0.038 46 0.038 46 -2.3 0.158 由 0.241 45 
-4.8 0.041 60 0.037 58 -2.0 0.200 00 0.200 10 
-4.5 0.047 60 0.042 48 -1.8 0.235 85 0.188 78 
-4.3 0.051 31 0 .048 42 -1.5 0.307 69 ;， 0.235 35 
4.0 0.058 82 0.058 82 -13 0.37175 | 0.31650 
3.8 0.064 77 0.065 56 -1 0.500 00 0.500 00 
-3.5 0.075 47 0.076 06 -0.8 0.609 76 0.643 16 
-3.3 0.084 10 0 .084 26 0.5 | 0.800 00 0.843 40 
3.0 0.100 00 0.100 00 0.917 43 0_940 90 
一 2 8 0.113 12 0.113 66 1.00000 ; 41000 00 
0.137 归 0.139 71 | 








小 结 


本 章 从 两 个 不 同 的 将 度 考 察 插 利 问题 

上 所谓“ 插值 ,通俗 地 说, 就 是 在 所 给 数据 囊 中 再 插 进 -- 些 所 需要 的 函数 值 . 
其 实 , 中 国 古 代数 学 家 时 就 理解 并 掌握 了 数据 加 工 的 插值 原理 ,为 要 将 所 给 数据 
囊 加 工 或 所 求 的 插值 结果 ,可 以 直接 套用 显 式 的 计算 公式 (如 Lagrange 公 
式 ) ,也 可 以 反复 施行 两 点 播 值 逐 步 地 说 推 计算 . 

微 积分 问世 以 后 , 播 值 方法 又 被 理解 为 一 种 逼近 函数 的 构 洁 方法 .这 种 方法 
构造 出 的 插值 函数 与 所 逼近 的 复杂 秀 数 取 某 些 相同 的 离散 数据 , 璧 如 在 某 些 节 
点 上 取 四 同 的 函数 值 或 导数 值 .插值 函数 可 以 是 普通 的 代数 多 项 式 ,这 类 插值 称 
代数 持 值 . Hermile 播 值 及 其 特例 Lagrange 插值 与 Tayler 播 值 都 是 代数 插值 .而 
样 条 插 捏 则 取 分 投 多 项 式 作为 镍 值 范 数 ， 

针对 难以 处 理 的 复杂 函数 FA(z), 和 拘 造 出 它 的 播 值 函 救 gf) 以 后 ,可 以 处 
理 gf(z) 著 得 六 xz) 的 有 关 信 息 . 璧 如 计算 gz) 近 侦 广 (z) 杜 等 .这 就 简化 了 处 
理 手 续 . 

本 章 处 理 插值 问题 基于 笛 卡 此 (Descarles) 的 代数 化 方法 . 

笛 卡 岂 认 为 ,最 有 和 莉 值 的 知识 是 科学 方法 . 笛 卡 儿 倡 导 的 料 学 方法 其 记 点 之 
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一 是 数学 的 代数 化 .他 发 明了 直角 坐 剑 系 , 沟 通 了 几何 曲线 与 代数 方程 ,统一 了 
几 笨 与 代数 这 两 大 学 科 ,从 而 为 数学 的 发 展开 辟 了 广 靖 的 前 景 ， 

本 蔬 关 于 数 信 微 积 分 的 讨论 正 是 在 数学 问题 代数 化 的 背景 下 展开 的 . 

本 章 研 究 插 值 方法 的 基本 策略 是 ,基于 代数 精度 的 烛 念 , 先 将 所 要 考察 的 播 
值 问 题 化 归 为 确定 某 些 敌 数 的 代数 问题 ,进而 依据 所 给 的 插值 条件 列 出 代数 方 
程 , 解 之 即 得 所 求 的 拖 值 公式 . 

为 简化 处 理 手 续 ,本 章 突 出 地 强调 了 基 函 赦 方 法 . 基 图 数 方法 本 质 上 是 推广 
了 的 坐标 尔 方 法 .这 种 方法 将 一 般 形 式 的 插值 问题 化 归 为 某 些 特定 条 传 的 插值 
问题 ,后 者 比较 容易 求解 ， 


题解 1.1 Lagrange 插值 基 范 数 


提要 ”对 于 络 定 前 一 组 节点 ri0 = 站 ,1 ,1) ,Lagrange 播 值 基 所 数 关 (>) 
人 =0,1,， 2 是 这 样 一 组 ”次 式 , 它 们 在 所 给 节点 上 取 特 殊 值 
ix 
LOr)=0， 当 ji; 时 


容易 大 出 ,2 {z) 有 显 式 表 达 式 (这 里 | | 表示 工 | ) 


ce 一， 下 


题 1 让 明 对 于 什 给 生 恒 蔬 点 友人 =0.1, 9) 下 列 便 等 式 成 立 : 


3 

证 据 Lagrange 插 倩 冤 项 式 的 叭 .性 知 , 当 之 m 时 香 函 数 Ar)= 直 闫 

于 2 + 个 节点 飞人 =0 1 2) 的 插值 多 项 式 就 是 它 自身 , 故 情 Lagrange 公 
式 有 





> 5(z) = (HE 有 
特别 地 ,当天 =0 时 有 








2 人 = 


击 当 天 =1 时 则 有 





号 、 . 交 一 了 加 
他 人) = 之 侣 交 - 加 二 > 
题 2 证 明 下 列 恒等式 成 立 : 
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口 半 世 和 = 


(人 2 袜 [ 间 2 
7 业 J 
证 上 题 令 rr =F0r=0, 1 9) 邯 得 . 
题 3 设 50F)0=01 8 是 以 二 00 2) 为 节点 的 Lagrange 
播 值 基 羡 数 ,证 昌 
了 (7 一 ZE0O， 大 = 上 2 


证 将 (zr, ->x) 二 项 式 展 开 , 据 题 1 有 


2 


人 1 了) (xz ) = >| 


TD -Tan0 


> 3 人 入 字 


目 


-De-D'=0 


了 二 业 


本 把 全 和) 


题 4 证 明 当 和 关 时 成 立 





其 中 
和 | ce 好] 

NT 一 HT 二 | 

证 据 题 1 知 





下 一 宁 
之 ,Atz) = 定 到 - 过 =1 
令 工 =/ 旧 取 =ma 则 有 
(7 一 [| 2 


了 《了 一 1 (更 一 二 1)Toa 一 一 1 一 
人 


加 7 【人 一 玫 ) ] 


【站 二 部 (区 二 麻 7 {- 1 fm 1 





于 是 有 
1 = 之 (mm 一 【了 一 )(- 1 2 
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题 5 对 于 给 定 的 二 无 图 数 六 <, 求 作 二 元 一 次 式 ztryy), 合 在 给 定 
点 (roi=0l,2) 与 六 ro 取 相 同 的 郴 数 值 , 即 满足 情 值 条 什 
Mi) 12 
解 ”用 基 冰 数 方法 .首先 构造 一 元 一 次 式 上 (Crzyy) ,使 满足 
zy =1，Ptzryy)=afriyy)= 人 
满足 这 些 特定 条 件 的 点 (z,y) 很 容易 构造 出 来 ,结果 是 
] 站 1] hn 由 
Yi "外 TY 3 


1 Ya 3 


yy 一 








考虑 到 节点 地 位 对 等 ,此 外 有 











1 0 30 | 上 1 rr 祝 
上 人 3) 一 1 日 1 Ti 3 
] wa 如 上 3 
[3 Yo 1] xn 其 
31 TO 让 FT 3 
] 1 az 3 











用 给 定数 酉 帮 r wy) 将 这 些 Lagrange 插值 基 函 数组 人 台 在 一 起 , 即 得 所 求 的 插值 
包 项 式 zfryy) 


2 一 > sr， yy] 


题解 1.2 插值 多 项 式 的 构造 


提要 ”如 前 文 1.4 站 所 指出 的 , 揪 和 值 多 项 式 的 构造 方法 有 待定 系数 法 , 余 项 
校正 法 和 基 凸 数 方法 三 种 .具体 情况 具体 分 本 , 解 题 时 应 针对 问题 的 特点 选取 全 
适 的 方法 . 

题 1 试 构造 次 数 丢 3 的 多 项 式 (rz ) ,使 满足 插值 条 什 

Pt07= 人 有， 户 (0)=1 
P)=1， 疡 (= 
解 ”这 个 插值 问题 很 简单 ,考虑 用 待定 系数 法 求解 , 令 所 求 插值 多 项 起 
访 K 人 二 二 十 全 和 十 全 
玉 《Tr) 一 如 十 2 二 十 Sa 


依 所 给 播 值 条 件 有 有 
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人 0 一 户 (0) =an 
1= 记 (0)=ai 
1= 雇 (1 十 和 十 Go 十 他 
2= 户 人)= al+T2as+3as3 
由 此 解 出 
au=0, ai=luw=-1cs=t 
故 所 求 的 捅 值 多 项 式 


户 ( 人 )》 一 交 一 富 二 人 3 





页 (过门 于 0， 记 《Ti 二 9 六 1 了) 一 3 
解 ”注意 到 满足 条 件 
人 (二 6， Fa) 三 ya 
的 插值 多 项 式 


本 





好 人 ] 二 + 家 


试用 有余 项 校正 锋 校 正 gfz) 得 出 所 求 的 5 ) 为 此 信 
疡 []】 三 人 Cr) 十 ef 一 0 六 光一 光 ) 
注意 到 


31 CC2r 一 福 0 一 于 ) 


jz = 2 
依 择 值 条 件 请 (ri) = 如 可 光山 考查， 


0 ， 
一 一 一 +rt2zi 一 光 no 一 一 全 
2 


换 此 和 定 出 余 项 系数 


本 
31 了 2 一 了 
2 一 和 


这 里 要 求 2r -xnw xx 天 0, 即 


0 十 十 ， 


雪 | 淆 -- 了 


题 3 求 作 次 数 和 5 的 多 项 式 (zr) ,使 满足 插值 条 件 

疡 (0)= 户 (1 三 户 (2) 三 为 (3)= 关 (4) = 站 (0)= 
解 ” 依 所 给 插值 条 件 自然 令 

天 tr)=T1+ecer(r-TI(Czr 一 27r 一 3 一 4 
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1 


再 利用 条 件 请 (0) = 工 可 定 出 “= 坷 ， 
玖 4 求 作 次 数 过 5 的 多 项 式 pf(z] ,使 满 中 插值 条 件 

















解 ”注意 到 满足 打 值 条 件 
qt0i=2， oO00= 一 2 9(0)= 10 
的 Tayler 儿 项 式 
afr)= -Sr 一 2z+2 
令 
户 ( 人 一 一 Sr 一 TUarz 二 Br 二 re 
由 于 
六 (10 2232(az 十 丙 r 十》 十 fc 十 十 ) 
用 剩 下 的 插值 条 件 列 出 方程 
[三 疡 (1 一 + 下 二 ce) 
1= 训 = 一 121+3(a+B+ce)+f2ae+Dp) 
2= 几 (2) = 一 22+8(44128+c) 
解 之 有 
和 二 和 ,下 三 一 43，e=17 
于 是 所 求 的 播 值 多 项 式 
在 (7 47 一 1Sr +17 一 Sr -22 
题 5 求 作 首 项 系数 为 ] 的 4 次 式 m(zr), 使 满足 条 件 
pa)J= 记 (ay)=p aa)=0 
疡 (= 
解 令 所 求 的 Ptz) 有 具有 邢 式 
太 { 了 一 (全 一 一 
申 于 
户 人 一 3 一 站 (一 THTfr 一 冯 季 
据 条 仁 2 (2)》=0 定 出 
= 和 Pa 
3 








故 有 





题 6 求 作 前 文 1.4 节 问 题 了 的 揪 值 基 郴 数 poorzr)55 pz) 它们 是 三 次 
式 : 分 别 讲 足 插 值 条 件 
pof0)=1，ptD = Pot0)=Yof) = 
opi 人 LI=1，of0= IO0)= (1) = 人 
解 由 杂 件 mo(U=ootU=0 知 oofz) 具 有 形式 
pofz]=(r 一 上 (az 十 看) 
注意 到 
人 导 定 二 2 一 (er 二 人 
用 剩 下 的 条 件 gw(0)= 1,.p4(0)=0 可 列 出 方程 组 


闻 


6=1 
由 此 定 出 e=2.5= 工 从 而 有 
po(t)=(c -IPPC2zt1l) 
类 似 地 知 
9i(r)= 交 (一 2r+3) 


习 题 一 
1. 证 明 :如果 插值 公式 


Fr] 二 所 
对 苦 国 数 Fr = 和 下 1, 到 淮 确 成 立 , 则 它 必 对 任 绽 记 数 所 训 的 客 项 趟 准 铺 成 立 . 





2. 记 
1 1 2 
1 Pi 了 T1 
人 (rn : 
1 tw 
T 下 工 
证 明 下 剂 关 系 式 成 立 : 


《1 sez 一 2 








42 第 一 童 播 什 方法 





【2 ro 二 (royriva| fr 一 


站 


【3 Wi Le -部 


有) 
3， 试 针对 两 点 擂 值 问题 画 出 Lagrangc 插值 基 图 数 的 图 形 . 
4, 设 .c 基 ri . 求 作 偶 函 数 的 一 容 式 pz) 使 满足 条 件 
疡 (En 一 Frn) 站 (2)= Fr 
5. 依据 于 列 数据 表 所 档 造 出 的 插 蔓 移 项 式 交 zr) 有 多 少 次 * 为 什么 * 请 其 体 给 出 ptrz) 
的 表达 式 : 
{ 1 














56, 求 作 次 数 拓 2 的 多 项 式 pfr) ,使 满足 条 忻 
如 1 乓 =1。 RD) 一 了 六 人 0) = 站 
7. 求 作 侈 绪 拉 3 的 密 硕 式 六) , 策 满 足 菜 件 
Ariy =0 .12 
疡 TFT) 六 (人 ri) 
8. 求 作 次 数 过 3 的 多 项 式 放 fr) ,使 满足 条 件 
疡 froy 二 FTry 站 (rn 一 (ro 
声 【xn 六 (ro 站 Cr)= Fr 
9. 求 作 次 数 寺 4 的 多项式 2) ,使 潇 足 条 件 
声 101= 一 1， 疡 10 一 一 2 
站 (二 站 六 二 和， 和 
10. 求 作 和 前文 1.4 节 问题 了 的 插值 范 数 mtz) (zy 它们 是 = 次 式 , 分 别 请 起 条 件 
名 0 上， 大 (0 一 曙 人 一 关 人 1 一笑 
多 1 一， 有 (0 一 旧 人 0) 大 人 ) 一 
11. 设 给 定 分 划 点 - 1,09,1, 试 用 待定 系数 法 构造 油 吓 下列 条 件 的 三 网 样 条 S,fzr)， 
占 人 人 
33 














12， 求 作 具 有 分 划 总 :mw 一 .sisz = 二 的 二 侈 样 条 5,13) .使 满足 条 件 
Si = 人 11,2 


So) 一 3 > 呈 了 


4 








| 区 和 求 积 方法 的 历史 变迁 

求 积 方法 源 于 求 曲 边 图 形 的 面积 . 

右 和 希腊 数学 家 阿 基 米 德 ( 公 元 前 287 一 公元 前 212) 的 重大 数学 成 就 之 一 是 ， 
他 运用 所 谓 穷竭 法 计算 了 一 些 曲 边 图 形 的 面积 . 

壁 如 由 抛物 线 v=zr: 与 v=0,z=1l 所 围 成 的 曲 边 三 角形 (如 图 2.1 所 示 )， 
这 个 曲 边 三 角形 的 面积 S "显然 小 于 正方 形 0 乏 z 近 1,0y 近 1 面积 的 一 半 , 阿 
基 米 德 新 言 ,面积 S 恰好 等 于 正方 形 面积 的 三 分 之 一 , 即 S = 5 .在 两 千 多 年 
章 的 古代 这 个 论断 是 惊人 的 . 





图 2.1 曲 边 三 角形 


阿 基 米 德 是 运用 穷竭 法 证 明 这 个 结论 的 . 
设 将 求 积 区 间 [0,1] 划 分 为 ”等 分 ,过 分 点 作 平 行 于 > 轴 的 直线 ,而 将 曲 边 
= 角形 分 割 成 若干 窗 长 条 ,如 图 2.2,. 图 2.3 所 示 , 这 样 得 到 内 接 与 外 接 两 个 阶 
梯 图 形 , 当 等 分 数 ， 增 大 时 ,它们 分 别 从 内 部 与 外 部 通 近 抛物 线 y= 二 ， 
不 言 而 喻 ,将 这 些 条 状 小 矩形 的 面积 累加 在 一 起 , 即 可 获得 阶梯 图 形 的 面 
积 .利用 求 和 公式 
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人 (1 
人 了 
易 知 ,内 、 外 两 个 阶梯 图 形 的 面积 分 别 为 
_ 工 上 -了 ， 工 
R,= 椰 [1 元 
3 1 
T = 了 + 二 
昌 
_ 
丑 1 症 
图 2.2 内 接 阶 梯 函 数 
有 
Jr 
属 1 于 


网 2.3 外 接 酚 6 梯 丁 数 


显然 , 暴 边 三 角形 的 面积 S 介 于 这 两 个 阶梯 岁 形 的 面积 之 间 
R <S < 了 T 
且 只 归 等 分 数 半 足够 地 大 ,内 外 两 个 阶 檬 图 形 的 面积 及 , , 工 与 值 1/3 之 差 值 
小 于 预先 任意 给 定 的 数 =, 因 之 这 两 个 阶梯 图 形 的 面积 可 以 “ 穷 竟 所 给 曲 边 三 


角形 的 面积 . 阿 基 米 德 据 此 断言 ,所 给 曲 边 三 角形 的 面积 5 =， 
在 微 积 分 方法 发 明之 前 ,众多 数学 家 依赖 穷 章法 求 得 各 色 各 样 曲 边 网 形 的 
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种 方法 要 求 给 出 类 似 于 式 (1) 的 某 种 求 和 公式 .而 这 类 求 和 公式 的 建立 往生 是 困 
难 的 、 

微 积 分 的 发 明 司 面积 计算 方法 焕然 -- 新 . 按 微 积分 基本 定理 ,只 要 浊 供 被 积 
函数 AIz) 的 原 转 数 Fizr) ,Pr)=Ar), 便 有 下 列 求 积 全 式 : 


redz = 下 (四 


由 于 y = xz: 的 原 函 数 基 y= 污 , 改 用 微 积分 方法 计算 上 述 曲 边 三 角形 的 面积 
S ,其 全 过 程 如 下 : 


上 了 
收 上 了 加 了 一 
总 = | edr = 亏 


1 
0 3 
这 就 大 大 地 简化 了 求 积 分 的 处 理 过 程 . 


| 2.1.2 机 械 求 积 的 概念 


微 积 分 的 发 明 是 科学 史上 的 一 项 重大 成 就 .不 过 微 积 分 方法 求 积 分 也 有 其 
局 限 伞 ;实际 问 题 中 碰 到 的 被 积 函 数 Arz) 往 往 很 复杂 , 找 不 到 相应 的 原 函 数 ; 
如 果 Ar)y 汲 有 函数 表达 式 , 只 是 给 出 了 一 张 数据 表 , 则 其 原 冰 数 没有 意义 . 面 
对 这 类 情况 ,在 数值 求 积 过 程 中 ,人 们 又 重新 审视 由 大 将 积分 计算 归结 为 提供 画 
数值 的 穷 将 法 ,从 而 导致 了 所 谓 机 械 求 积 方 法 的 提出 . 

大 家 居 道 ,积分 值 


了 = | Ac)dr 


在 几何 上 可 解释 为 由 xz=a,r=py=0 和 >=F(z) 所 转 成 的 曲 边 梯形 的 面积 . 
积分 计算 之 所 以 有 图 难 ,就 是 因为 这 个 曲 边 梯 形 有 一 条 迪 y= Ar) 是 曲 的 . 
依据 积分 中 值 定理 ,对 于 连续 转 数 六 z) ,在 [4a ,5] 内 存在 :点 上 ,成 立 


| renaz =【《 二 ea 


就 是 说 , 底 为 汶 - ea 而 高 为 太 续 的 后 形 面积 恰 等 十 所 求 曲 过 梯形 的 向 积 基 问题 
在于 点 二 的 具体 位 置 一 般 是 不 知道 的 ,因而 难以 准确 地 算出 六 E) 的 值 . 称 六 E) 
为 区 疝 5a ,加 上 的 平均 高 度 . 这 样 , 只 葛 对 平 高 度 六 乓 提供 一 种 算法 , 便 相 应 
地 获得 … 种 数值 由 积 方法 . 
如 果 简 单 地 选取 区 间 [e ,的 堪 . 右 端 点 或 区 间 中 点 的 高 度 作 为 平均 高 度 ， 
这 样 建立 的 求 积 会 式 分 别 是 左 矩 形 公 式 
Ts 一 GPUa) 








右 忽 形 公式 
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Ts 一 避 六 放 ) 
和 中 和 卸 形 双 式 


Jsp AL] 
此 外 , 父 所 周知 的 梯形 公式 


人 





LFCey+ AP 
和 Simpson 公式 
= er4H2 AD 





出 分 别 可 以 看 作用 。 ,4 与 c= 和 5 三 点 高 度 的 加 权 平 均值 于 [7(a)+ (5 和 


ECFCe)+4F(c) HAC6)] 作 为 平均 高 度 六 6) 的 近 仆 信 


更 一 般 地 , 皮 [a ,0] 内 芳 十 节点 x 处 的 高 度 F(x, } 通 过 加 术 平 均 的 方法 近 

似 是 得 出 平均 高 度 F(e) ,这 类 求 积 方法 称 为 机 械 求 积 ; 
| reou -artai) 2) 

式 中 > 称 求 积 节 点 ,) 称 求 积 系数 , 亦 称 伴随 节点 ， 的 权 ， 

这 类 机 械 求 积 方法 直接 利用 革 些 节点 上 的 函数 值 计 算 积分 值 ,而 将 积分 求 
佳 问题 归结 为 提供 兽 数 债 ,这样 就 避 并 了 微 积分 方法 计 求 原 函 数 的 困难 

机 械 求 积 公式 的 构造 本 质 上 是 个 选取 参数 *. .) 的 代数 问题 .为 要 构造 形 
如 式 (2; 的 求 积 公式 ,需要 提供 “种 判定 求 积 方法 精度 高 低 的 准则 


2.1.3 求 积 公式 的 精度 


机 械 求 积 方 法 足 个 近 亿 方法 .为 要 保证 精 虚 ,自然 希望 它 能 对 * 尽 可 能 多" 的 
简单 示 数 是 准确 的 .类 似 于 插值 公式 的 说 法 (参看 上 一 章 的 1.1 节 ) , 称 求 积 公 式 
(2 具有 六 阶 [代数 )} 精 度 , 如 果 它 对 于 -- 场 六 次 多 项 式 足 准确 的 ,但 对 于 六 +1 
深 狗 项 式 不 : 定 叭 确 ;或 者 说 , 它 对 于 宕 力 数 Fl(z)= 习 ( 人 =0,1 7) 均 能 准 
确 成 立 , 即 有 





【六 -- 人 二 aa， 是 一 和 ,1 … ;7 
这 样 ,机 械 求 积 会 式 (2) 的 构造 问题 便 归 结 为 求解 如 下 形式 的 代数 方程 组 : 


业 二 | 


2 Le (3) 
和 站 加 


作为 例子 ,对 于 任 给 两 点 xf,zl 试 构造 下 列 机 械 求 积 公 式 
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| ro)dz < 《看 一 Ga [Lane 十 AN 扩 1 
解 “ 令 它 对 十 Fl(z)=1,Fz)=z 准 确 成 站 ,可 列 出 方程 组 


1 十 AI 二 | 
十 
醒 4 


2 
它 是 方程 组 (3) 当 m= 1 的 特殊 情形 , 解 之 有 





了 1 
这 样 设 计 出 的 求 积 公式 具有 一 阶 精 度 . 特 别 地 , 若 取 节点 rz = azi = 妃 旭 所 设 
计 出 的 求 积 公 式 即 为 梯形 公式 . 

本 章 将 区 分 两 种 情况 攻 察 机 械 求 积 方法 : 

一 种 情况 是 ,事先 给 定式 (2) 的 求 积 和 点 *, ,这 时 式 (3) 是 个 关于 参数 )， 的 
线性 方程 组 ,处 理 过 程 相对 地 比较 简单 ， 

另 一 种 情况 是 , 令 求 积 节 点 *, 亦 自 由 选择 ,这 时 可 显著 提高 求 积 公 式 (2) 的 
精度 ,但 由 于 式 (3) 变 成 关于 参数 zx ,), 的 非 线性 方程 组 ,处 理 过 程 “ 似 乎 "存在 
实质 性 的 困难 . 

后 文 的 2.2 站 .2.3 节 将 分 别 考 察 这 两 类 求 积 公式 . 


| 2.1.4 一 点 注 记 


为 简化 处 理 手续 ,可 引进 变换 














和 十 在， 矶 一生 
江 二 网 十 5 
将 求 积 区 间 [a ,5] 变 到 [ -1,1] ,这 时 积分 
God = 写生 + jd (4 


记 有 (0 一 (人 生生 -全 了 2] , 则 求 积 公式 (2? 变 成 





| god 2 NE 
式 中 节点 
六 一 2 “如 六 ) 
需要 注意 的 是 ,变换 前 后 求 积 系数 ); 保持 不 变 .而 由 于 寡 函 数 gf(t)= 志 在 
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区 间 [ 一 1,1j 上 的 积分 值 当 为 奇数 时 恒 为 0, 故 这 时 方程 组 (3) 表 现 为 如 下 较 
为 简洁 的 形式 : 


] 
0 | 上 为 偶数 二 
410 0 ， 及 为 奇数 


这 样 ,在 设计 求 积 公式 时 ,不 失 一 般 性 ,可 以 着 重 考察 区 间 为 [ -1,1] 的 特殊 
情形 . 





设 将 求 积 区 间 [a ,划分 为 于 等 分 ,选取 等 分 点 


六 一 
人 让 0 ,2 
) 


作为 求 积 节点 构造 形 如 式 (2) 的 求 积 公式 ,如果 这 种 求 积 公式 至 少 有 交 阶 精 度 ， 
则 称 之 为 到 阶 Newton- Cotes 公式 .特别 是 ,人 们 所 熟知 的 梯形 公式 是 最 简单 的 


Newton - Cotes 公式 . 


2.2.1 Newton- Cotes 公式 的 设计 方法 





问题 1 试 以 [a ,6] 的 二 等 分 点 ru =avzi= 2 ,zr; = 已 作 为 求 积 节点 构 
造形 如 


Q 寺 / 


) + 27(o)] 





7 )dz (0 一) | uta ) 十 2 


的 Newton - Cotes 公式 . 


解 ”为 简化 处 理 , 不 妨 取 = -1,=1, 则 上 述 求 积 公 式 具 有 形式 
| 1z)dz 关 2[MvoF(-1)+AFGOO) + AD] 


令 它 对 于 F=1,F=z,F=>x 准确 成 立 , 可 列 出 方程 组 
MA 十 Ar +A 三】 
|- An 十 =(0 


车 
4o+ 人 = 本 


由 上 面 第 二 个 式 子 知 M: = io, 这 表明 求 积 公式 的 内 在 结构 具有 对 称 性 .求解 上 
述 方程 组 得 


La ro 





容易 验证 这 时 求 积 公式 对 于 = xzr” 依然 是 准确 的 ,可见 这 样 构造 出 的 售 有 三 个 
节点 的 Newton - Cotes 公式 
| redz < 和 [Fa + 4 “3 6] (6) 
实际 上 有 二 阶 精度 .这 是 你 所 周知 的 Simpson 公式 . 
问题 ? 试 以 [ae ,6 的 4 等 分 点 


,二 和 十 天， 正二 





而 一 名 


可 二 属 ,1 ,2,3;4 





为 节点 构造 形 如 
[ra)da 2 (六 一 GaAnPCrn 二 4 天 十 2 关 ( 了 2 证 3 交 全 3 十 aasrCrsJj 
的 Newten - Cetes 公式 ， 
解 ”为 简化 处 理 ,再 取 as= -1,5=1, 则 求 积 公式 具有 形式 
| razs aarD+ar 人 -二 royraar 人 二 arGD] 
令 它 对 于 =1,rz rz 准确 成 立 , 可 列 出 方程 组 
0 十 Ad 二 AT 十 一 


-TILN+A 0 





2 2 
站 十 一 向 ， 才 工 ; 十 一 ] 
4 0) 
一 的 到 2 十 二 十 用 4 一 日 
an 二 L 二 4; 十 三 ] 
[4 
考虑 到 求 积 公 式 应 具有 对 称 结构 , 令 


40 二 Ai， ML 二 从 3 
这 时 方程 组 (7) 的 第 2 与 第 4 两 个 式 子 肯 然 成 立 ,而 其 余 的 式 子 则 可 化 往 为 
网 + = 


] 上 
] 1 
NE 
括 此 定 出 
一 1 7 16 ，_ 2 
4 和 
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Mewtion -fotes 公式 


[rodz 5 2 [77 +32F0z +l2rzi+32Fz +7Pr] (8) 


具有 5 阶 精度 .这 一 求 积 公 式 称 为 Cotes 公式 . 





| 2.2.2 Newtcn- Cotes 公式 的 精 床 分 析 





以 上 事实 具有 普遍 病 义 .说 以 世代 表 区 个 等 分 数 ,不 难 证 明 , 当 王 为 偶数 时 
Newton -Cotes 公式 具有 mt+1 阶 精度 ,这 时 Newron - Cores 公式 在 精度 方面 会 
获得 额外 的 好 处 ;而 当 ”> 为 育 数 时 JNewton - Cotes 公式 公有 ) 和 阶 精 度 . 

例如 , 设 将 区 间 [ - 1 , 三 等 分 ,这 时 Newton - Caotes 公 蒜 具有 形 趟 


rz)az 2| 1 -1 + |- 到]+ A 椰 让 70D) | 


令 它 对 于 F= lz,z 准确 域 立 ,可 列 出 方程 组 
hn TAITTATA=T 


一 而 一 4 二 本 4 一 
二 1 于 


一 + 看 
考虑 到 求 积 公 式 内 在 结构 的 对 称 性 , 令 
A6 二 AI 二 几 3 
则 上 曾 的 第 二 和 第 4 两 个 式 子 自然 成 立 , 从 而 方程 组 可 化 简 为 


hu + = 记 
1 1 
4 十 可 4 二 百 
据 此 定 出 
工 3 
4 一 43 一 丙 ， 1 二 下 一 再 


这 祥 诸 计 出 的 4 点 Newton -Cotes 从 式 


| Andz 5 于 | 7(- 1) + 3ff- 可 sf 地) F0D | (9 
对 于 了 = 不 准确 ,可见 它 仪 有 三 阶 精度 , 即 同 三 点 Newton - Cotes 公式 ~- 
Simpson 公式 精度 相当 . 
数值 算 例 间 样 说 明了 这 个 事实 . 
例 1 用 Newton - Ceotes 公式 计算 积分 
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本 
和 辣 | Sin 工 
0 这 


解 ” 计 算 结果 见 表 2.1. 表 中 ) 表示 区 间 等 分 数 , 工 为 相应 的 积分 值 , 最 未 
- 列 指明 有 效 数 字 的 位 数 (TI 的 准确 值 为 0.946 083 1)， 
表 2.1 





册 









一 








0.927 035 二 


0.946 135 9 





0.946 110 9 


从 表 2.1 的 计算 结果 确实 可 以 看 到 这 样 的 事实 :在 Newton- Cotes 公式 中 ， 
二 等 分 与 三 等 分 的 求 积 公式 精度 相当 ,4 等 分 与 5 等 分 的 求 积 公 式 也 是 如 此 . 

如 果 进 一 步 增加 区 间 等 分 数 ,那么 ,所 设计 出 的 求 积 公 式 由 于 稳定 性 差 而 没 
有 实用 价值 . 因 之 ,在 众多 的 Newton - Cotes 型 求 积 公式 中 ,人 们 更 感 兴趣 的 是 
梯形 公式 ( 它 最 简单 .最 基本 ) .Simpson 公式 (=2) 与 Cotes 公式 (7=4). 


2 .3 





上 一 节 在 构造 Newton - Cotes 公式 时 ,限定 用 积分 区 间 的 等 分 点 作为 求 积 
节点 ,这样 做 简化 了 处 理 过 程 (所 归结 出 的 代数 方程 组 是 线性 的 ) ,但 同时 限制 了 
精度 .如 果 求 积 节点 可 以 自由 选择 , 则 求 积 公式 (2) 中 含有 2 + 2 个 待定 参数 
与 1 ,1 =10,1,…,, 适 当选 取 这 些 参 数 可 以 使 求 积 公式 具有 2 + 1 阶 精 度 . 这 
种 高 精度 的 求 积 公 式 称 作 Gauss 公式 . 

首先 取 积 分 区 间 为 [ - 1,1] 而 考察 如 下 形式 的 求 积 公 式 : 


| 天 zz)d7 之 2 


为 使 它 成 为 Gauss 型 的 ,只 要 令 其 参数 ri ,》， 满足 妈 =22 +1 的 代数 方程 组 
(S$) , 即 
A 二 (一 二 呈 5 
之 ji 区 18 R = 4 水 本 六 十 】 (10) 
特别 地 ,对 于 一 点 Gauss 公式 (=0): 
| az)dz 2ao7(zo) 
炎 导 


令 对 FLz)=1,7z)=z 准 确 成 立 , 有 
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au=1 
1 三 绥 


据 此 定 出 ),=1l,zv=0. 可 见 一 点 Ganss 公式 是 人 们 所 熟知 的 中 球形 公式 
G=2FOI) 《ll) 
它 具 有 有 … 阶 精度 , 即 -点 Gauss 公式 与 两 点 Newton - Cnltes 公式 (梯形 公式 ) 的 
再 考察 两 点 Gauss 公式 (=1]) 








| Adaz As 2[Av 天 rzo 才 4 下定 1 ) (12) 
令 它 对 富 了 -= ] rd 3 准确 成 立 ,有 


ozn 二 wii 二 
， 。 1 (13) 
40Z0 士 如 IPT 二 本 
nrituda= 
这 样 归结 出 的 方 各 组 是 方程 组 (10) 取 == 1 的 特殊 情形 . 方程 组 (13) 是 个 含有 4 
个 末 和 打数 的 非 线 性 方程 组 ,已 的 求解 亿 平 有 实质 性 的 国难 . 
可 以 运用 对 称 忻 诛 则 进行 简化 处 理 . Gauss 公式 具有 高 精度 , 它 的 结构 应 当 
具有 鲜明 的 对 称 性 .特别 地 ,对 于 两 点 (iauss 公式 (12) , 令 





4 二 Au 1 二 一 2 
则 方程 组 (13) 的 第 2 与 第 4 两 个 式 子 和 月 然 成 立 , 内 而 可 将 它 化 简 为 
24,=1 
:上 
|2aoam - 可 
由 此 好 得 
| 四 | 
40 一 4 二 万 ， 1 一 “0 态 


这 样 构造 出 的 两 点 Gauss 公式 


] ] 
Cj (14) 
具有 三 阶 精度 , 即 棒 点 Gauss 公 或 与 三 点 Newton - Cotes 公式 (Simpson 公式 ) 的 
精度 相当 . 
进一步 考察 二 点 (iauss 公式 
[ FrJdz 和 2[aoFzo ARFz TaA Ti) 
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为 熏 它 具有 5 阶 精度 ,考察 = 2 的 方程 组 (10) 
[ia+At+2a 一 1 


] 


0 2 + ATL 二 As 一 





3 
TI 士 凡 TY 十 ATz 站 


工 
1 十 3 4+ Ara 二 昨 


这 是 一 个 相当 复 休 的 非 线性 方程 组 , 仍 运用 对 称 性 原则 , 令 


[7 十 客 ;区 十 二 下 


xz 一 To TID0D，As 一 An 
则 可 将 上 述 方程 组 化 简 为 
2 十 和 二 
四 
4 上 | 
二 
据 此 容易 定 出 
Ta my Ti 三 
= hu= 总 ， ) = 卫 
这 样 构造 出 的 三 点 Gauss 公式 是 
5 了 3 名 和 3 
G:= 末 /人 -三 + ADO + 总 3 ) 《15) 


它 上 共有 5 前 精度 , 即 其 精度 与 5 点 Wewton - Cotes 公式 (Coetes 公式 1 格 当 ， 

不 言 而 喻 ,更 高 芥 的 Gauss 公式 的 构造 更 为 复杂 ,其 实 有 实用 价值 的 仅仅 是 
上 上述 几 个 低 阶 Gauss 公式 : 

如 果 积 分 区 间 为 [ab] , 依 式 (4), 则 一 点 .二 点 和 三 点 Gauss 公式 分 别 为 


G=0-of( 5] 
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| 2.4.1 复 化 求 积 公式 


设 将 求 积 区 间 [a , 划分 为 ”等 分 , 步 长 凡 = 一 人 ,分 点 为 二 
i=0,1,…,a, 所 谓 复 化 求 积 法 , 就 是 先 用 低 阶 求 积 公 式 求 得 每 个 子 自 
[oa] 上 的 积分 值 ,然后 再 将 它们 累加 求 和 ,用 各 段 积分 之 和 NT 作为 


所 求 积 分 的 近似 值 . 

复 化 求 积 法 对 于 人 们 其 实 并 不 陌生 .前 面 已 指出 , 早 在 两 千 多 年 前 ， 古 希 腊 
的 阿 基 米 德 已 经 运用 复 化 抢 形 公式 计算 曲 边 图 形 的 面积 (参看 2 1 1 小 节 ). 

下 面具 体 列 出 复 化 求 积 的 计算 公式 ， 

复 化 梯形 公式 是 


R= at 到 ao 


形 一 | 
= “元 4[(a)+2S (zi) + CO] (16) 


三 相 


志 子 段 Lzi zi] 的 中 点 为 > ,， , 则 复 化 Simpson 公式 为 
5 = 盖 和 LA(z)+471(zD)+ Fe 
闻 一 上 P 一 
[7(a) +4 产 oz + 2 之 /7 加 ) + FOOD)] (17) 
如 果 将 每 个 子 段 [ zx, ,zi ] 分 为 4 等 分 ,内 分 点 依次 记 为 二 出 复 


化 Cotes 公式 为 


、，、_ 0 一 必 
Cu = [Ita)+ 32)( 元 二 ) 1 14 之 (3) 十 


32 之 ,7 站 ) +7F(6)] (18) 
例 3 用 丽 数 f(z) = Sa 二 的 数据 表 ( 表 2.2) 计 算 积 分 


站 5 
太 | BY 
0 立 






















站 
和 10000000 518 0.936 1556 
118 0.997 397 8 314 0.908 8516 
1 风 日. 9 E15 避 718 0.877 192 5 
3 0.976 726 3 1 0.841 470 9 
0.958 85110 





解 判定 一 种 算法 的 优 劣 ,计算 量 是 一 个 重要 的 因素 ,由 于 在 求 Ar) 的 责 


数值 时 ,通常 雪 做 许多 次 加 减 乘 除 四 则 运算 ,因此 在 统计 求 积 公 式 > AAAF(z) 


的 计算 量 时 ,只 要 统计 炒 函 数值 扰 z ) 的 次 数 ， 
用 复 化 求 积 法 求 例 2 的 积分 值 . 取 =8 用 复 化 梯形 公式 (16) 求 得 

T, =10.945 690 9 
册 皮 ”=4 用 复 化 Simpson 公式 {17) 香 

os0.946 083 了 2 
出 较 这 两 个 结果 ,它们 都 需 鉴 提供 9 个 点 上 的 贞 数 值 , 工 作 量 基本 相同 ,然而 精 
度 却 差别 很 大 , 同 积分 的 准确 和 0.946 083 1 比较 , 复 化 梯形 法 的 结果 工 , 只 有 ?2 
位 有 效 数 字 ,而 复 化 gmbpson 法 的 结果 S, 却 有 6 位 有 效 数 字 . 这 个 例子 再 一 次 
表明 选择 合适 的 算法 意义 重大 . 


| 2.4.2 变 步 长 的 梯形 法 


这 里 所 而 对 的 问题 是 ,运用 某 种 复 化 求 积 方法 可 以 获得 积分 值 上 的 近似值 
Ti) ,而 所 求 积 分 值 了 则 视 为 了 AI) 当天 =0 时 的 极限 值 .这 样 , 只 要 步 长 睛 足够 
小 : 即 可 取 工作 为 所 求 积 分 值 工 

问题 在 于 如 何 选取 合适 的 步 长 &? 些 长 过 大 精 庶 不 能 保证 , 步 长 太 小 则 会 
导致 计算 显 的 显著 增加 ,选择 步 长 需要 在 精度 与 计算 量 两 者 之 间 实 现 合 理 的 平 
衡 ,然而 事先 给 出 一 个 合适 的 步 长 通常 是 困难 的 . 

实际 计算 时 ,希望 在 保证 精度 的 前 提 下 选 捅 尽 可 能 大 的 步 长 ,为 此 常常 采取 
如 下 策略 :事先 预报 革 个 步 民 声 ( 可 适当 放大 -点 ,以 符 有 余地 ) ,然后 将 步 长 逐 


次 减 半 , 直 到 二 分 前 后 两 个 近似 值 的 偏 益 ![ 半 ]】 TCD | 在 精度 范围 内 可 以 和 





略为 止 .这 种 在 计算 过 程 中 自选 步 长 的 方法 称 作 变 步 长 方法 . 
现在 在 变 步 氏 的 过 程 中 探讨 梯形 法 的 计算 规律 . 投 将 积分 区 间 分 为 ”等 
分 , 则 一 共有 天 + 1 个 分 点 
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. 上 一 已 。 
;二 引 十 起 ,下 二 一， 了 一 上 1 
互 


先 考察 一 个 子 段 [ or 站 ,其 中 点 二 (+ 麻 字 该 了 段 上 二 分 前 后 两 
个 梯形 什 
Ti = 了 LAzD)+ Fr 


一 本 [F ) 十 2 1 】] 








型 然 有 下 列 英 系 
1] 天 
1 于) 
将 这 -关系 式 关 于 了 虐 从 0 到 -1 黑 加 求 和 ， 站 号 站 如 下 通 推 乔 全 
T:， = 王 工 + 和 (19) 
式 中 彤 = 一 一 为 二 分 前 的 步 长 ， 江 有 
图 2.4 四 长 习 形 法 的 算法 框图 .其 中 工 和 T, 分 别 代表 一 分 前 后 的 和 
分 值 , 符 框 的 具体 含 广 是 : 
[ 框 1] 准备 初 值 . 


[ 框 2] 按 式 (19) 求 二 分 后 的 梯形 值 ， 
从 第 1 个 分 点 工 =a + 号 出 发 , 取 太 为 步 长 逐步 向 右 跨 , 即 可 依次 确定 式 


(19) 中 每 个 分 点 ,图 2.4 将 拟 得 刘 的 分 点 暂 存 于 单元 * 中 ， 
[ 框 3] 控制 精度 . 
[ 框 4] 修改 上 长 ， 

节 狂 取 二 分 后 的 积分 值 T, 作为 计算 结果 . 
例 3 用 变 步 长 梯形 法 计算 积分 


1 ， 
f = | 5 之 中， 
由 


解 先 对 整个 区 问 [0,1] 用 梯形 公 式 . 对 于 被 积 函 数 /(z) =- “9 工 , 由 于 
AAAOI=1 Fr 0.841 4705, 夏 


T, = 了 [7(0) + rt1)]=0.9207355 


然后 将 区 间 二 分 ,由于 放 壮 ] = 0.9S8 851 0 利用 迷失 人 \ 式 (19) 得 
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用 生 睛 一 
Ti 全 [fat 的 ] 








洗 邱 8+Fr) 
并 < 十 再 


必 2.4 蛮 步 长 梯形 法 的 计算 流 笠 


1 1 TV 
全 = 了 也 * 王 州 到 }=0.939 793 3 
再 一 分 一 次 ,并 计算 新 分 点 上 的 琴 数 值 


/| 下)}=0.989 61S8 


几 [于 ] = 中 908 8516 


再 用 陈 (19) 求 得 


2.5 Romberg 加 速算 法 59 








ER) 

=0.944 513 5 
这 样 不 断 二 分 下 去 ,计算 结果 见 表 2.3( 表 中 人 代表 二 分 次 数 ,区 间 等 分 数 = 
2 ). 这 里 ,用 变 步 长 方法 二 分 10 次 得 到 了 有 7 位 有 效 数 字 的 积分 值 1= 
0.946 083 1 ， 











久 








0.920 735 5 0.946 076 5 





| 0.939 793 3 .946 081 3 

2 0.944 S13 S 01.946 082 7 

》 0.943 690 9 0.946 083 0 

0.94S 985 0 0.946 083 1 
0.946 039 6 








| 2.5.1 梯形 法 的 加 速 


复 化 梯形 法 的 算法 简单 ,但 精度 低 ,收敛 速度 缓慢. 能 和 否 设法 加 工 梯形 值 以 
提高 精度 呢 ? 
痛 察 二 分 前 后 的 梯形 值 


了 = 6 [大 (aa )+ /0)] 
和 = [Fa)+21(c)+70] ve= 和 2 
它们 都 只 有 一 阶 精 度 . 现 将 两 者 进行 松弛 , 令 
8 = 伍 计 gj 了 :一 or 
二 和 二 人 (20 ) 
显然 ,不 管 因子 w 如 何 选择 ,松弛 公式 (20) 均 具有 一 阶 精 度 . 注意 到 节点 “= 
《5 是 二 等 分 点 ,为 使 它 具有 二 阶 精度 , 它 必须 是 二 等 分 的 Newton - Cotes 公 





式 即 Simpson 公式 . 因 之 ,这 个 问题 可 表述 为 ,能 否 找到 合适 的 松弛 因子 w， 
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使 一 分 前 后 的 随 个 梯形 值 T, ,T;, 按 式 (20) 松 弛 生成 Smpson 值 5 .注意 到 
Si = [Fa) +4Fc)+ 邱 ) 
比较 式 {420) 两 端 Au,Fc) 与 六 呈 的 系数 ,容易 定 出 


-上 工 
”3 
共 而 有 
4 1 
Si 了 了 了 了 
其 昌 化 形式 为 
4] 
5S. = 本 Ti 一 可 也 (21) 


这 就 是 说 ,用 二 分 前 后 的 两 个 梯形 值 工 与 工 , 按 式 (21) 进 行 加 工 , 结 果 千 成 
Simpson 值 SS . 


| 2.5.2 Simpson 法 再 加 速 


进一步 刘 开 Simpson 值 .将 区 间 [a ,8 分居 4 等 分 ,分 点 式 = 训 +i 1 ， 


1=0,1,…,4, 则 一 分 前 后 的 Simpson 值 S, ,S; 都 具有 三 阶 精度 .适当 选取 因子 
,以 将 松弛 值 

CC 一 (1 +w)S, 一 oagS， 22) 
提高 向 4 阶 精度 .注意 钊 这 里 节点 r, ,7 =0,1,…,4 是 4 等 分 点 ,这 样 设计 的 求 
积 公式 (22) 应 当 是 Cotes 公式 





百 一 所 





CC [7A(zo)132F0r +12F0r)+T3270r)+7FOz 
比较 式 (22) 两 端 六 二 =0,1.…, 半 的 系数 可 定 出 
1 
” 和 熙 
从 而 有 
6 二. 
(二 生 Sa， 耕 ”， {231 


这 样 ,将 一 分 前 后 的 两 个 Simpson 值 进行 再 加 下 ,可 进一步 生成 Cotes 值 . 


2.5.3 Cotes 法 的 进一步 加 速 


再 加 工 Cotes 值 .将 积分 区 间 [e ,如 ] 分 为 8 等 分 ,分 点 zi = e+ 让 2 有 
0,4…8, 则 二 分 前 后 的 Cetes 值 为 
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和 2 ) 十 32 7 ) 十 12 六 rd 二 32 太 rn 十 了 乒 定 
Ci 17A(zr)+32r0z)+L2Fr +32F0r +T4FCr 1 
32ri+1270zo432FzT)T7 了 Fr 
这 有 时 检 弛 公 式 


民 | = (1 + o) 人 ;一 巴 训 ， 
至 少 有 5 阶 精 度 . 现在 选取 合适 的 松弛 值 we 将 以 上 求 积 公 式 提高 到 5 阶 精度 ， 
为 此 令 它 对 于 FCz)=z 准 二 成 立 , 据 此 定 出 


_ 1 
”6 
这 样 设计 出 的 求 积 公 

1 。- 
“本 


称 作 Romberg 全 二 可 以 下 证 它 丈 际 横 了 由本 度 并 间 Remberg 会 或 的 求 
积 节 点 是 区 间 [a ,5] 的 8 等 分 点 ,但 仅 能 保证 它 有 ?7 阶 精度 , 国 此 它 不 再 属于 
Newton - Cotes 公式 的 范畴 . 


2.5.4 Remberg 算法 的 计算 流程 


在 步 长 二 分 的 过 程 中 运用 会 式 (21) ,(23),(24) 加 工 二 次 ,就 能 将 粗糙 的 梯 
撕 值 T, 逐步 加 工 成 高 精度 的 Romberg 值 7 
及 ,或 者 说 ,将 收 伍 缓 慢 的 习 形 值 序列 bw 
iT 1 加工 成 收 敏 迅 速 的 Romberg 值 序列 AN 
JR,| .这 种 加 速算 法 称 作 Romberg 算法 ， NAN 
其 加 速 过 程 如 图 2.5 所 未. 图 2.6 描 述 奴 如 Cz 
Romberg 算法 的 计算 流程 ， 人 

例 4 用 Ronberg 算法 加 工 表 2.3 的 
梯形 什 ,计算 结果 见 天 2.4, 表 中 皮 代 表 二 
分 次 数 ， 














于 
ho 
hn 
所 
它 

三 
关 

得 
评 
三 
淆 
隔 
而 


家 2.4# 







0.92U 735 5 






日 .9349 793 3 0.946 145 9 
和 .5946 086 5 
0D.946 083 了 4 









0.946 083 
了 .946 083 1 


0.944 513 5 





0.946 083 1 


ia 一 世尊 





0.945 690 9 
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开拓 大 上 1， :和 寺 
玉生 邦人 < 生 作 








图 >.6 Romherg 算 法 的 计算 流 程 图 
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这 里 用 二 分 三 次 的 数据 (它们 的 精度 都 很 低 ,. 只 有 2 .3 位 有 效 数 字 ) ,通过 三 
次 加 速 获得 了 例 3 需要 二 分 10 次 才能 求 得 的 结果 ,而 加 速 过 程 的 计算 量 可 以 忽 
略 不 计 ,可 见 Romberg 算法 的 加 速效 果 是 极其 显著 的 . Romberg 算法 是 个 优秀 
算法 . 


72.0 


做 分 和 积分 是 一 对 互 逆 的 数学 运算 .下 面 将 参照 前 述 数值 积分 来 讨论 数值 
微分 ， 
2.6.1 数值 求 导 的 差 商 公式 


按照 数值 分 析 的 定义 ,导数 六 ta ) 是 差 商 帮 < 二 包 一 到 <) 当 1 一 0 时 的 极 


限 , 因 之 ,如 有 果 精 上 度 要 求 不 高 ,可 以 简单 地 取 差 商 作为 导数 的 近似 值 , 这 样 便 建 立 
起 一 种 求 导 公式 , 称 为 向 前 差 商 


二 下 和 人 ) 
三 (a)s ) 
类 似 地 , 亦 可 用 向 后 差 商 
六 大 二 
或 用 中 心 差 商 
三 过 寺 到 7) 一 7 一 不 ) 
Fa 记 - 有 





后 一 种 求 导 方法 亦 称 中 点 方法 , 它 是 前 两 种 方法 的 算术 平均 . 
在 图 形 上 (参看 图 2.7), 上 述 三 种 导数 的 近似 值 分 别 表 示 芝 线 AB .AC 和 
BC 的 斜率 ,比较 这 三 条 艾 线 与 切线 AT( 其 斜率 等 于 导数 值 广 (w)) 平 行 的 程 
度 ,从 图 形 上 可 以 明显 地 看 出 ,其 中 以 BC 的 斜率 更 接近 于 切线 AT 的 斜率 , 因 
此 就 精度 而 言 ,以 中 点 方法 更 为 可 取 . 
为 要 利用 中 点 公式 
(和 三 


计算 导数 值 广 (ae ) ,首先 必须 选取 合适 的 步 长 . 步 长 太 大 精度 难以 保证 , 步 长 太 
小 又 会 导致 舍 人 误差 的 增长 ,在 实际 计算 过 程 中 ,希望 在 保证 精度 的 前 提 下 选取 
尽 可 能 大 的 步 长 ,然而 事先 给 出 一 个 合适 的 步 长 往往 是 困难 的 .通常 在 步 长 二 分 
的 变 步 长 过 程 中 实现 步 长 的 自动 选择 . 

例 S 用 变 步 长 的 中 点 方法 求 拉 在 z= 1 的 导数 值 , 设 取 户 =0.8 起 算 ， 


2 
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且 
| 7 
-PP 
CI 1 | 
国人 
| 1 
人 2 
图 2.7 三 种 益 商 值 的 比较 


解 ”这 里 采 用 的 计算 公 武 是 

Ge ee 

计算 结果 见 表 2.5, 状 中 有 代表 二 分 的 步 数 , 步 长 矶 = 可 以 看 到 .一 分 9 

锭 得 出 结果 右 一 2.788 28, 它 的 每 一 位 数 斌 都 是 有 效 煞 字 ( 所 求 导数 的 精确 值 为 
台 二 了 .7 281 名) 





全 () 




















0 2.718 35 

i 1 2.79135 7 2.71830 

2 | 3.736 册 8 2.718 2 

3 2.722 8 9 2.718 28 

4 2.719 41 10 2.718 28 
2.718 56 











| 2.6.2 数值 求 导 公 式 的 设计 方法 
回 数 值 求 积 一 样 ,所 谓 数 值 求 导 ,就 是 将 导数 计算 归结 为 提供 若干 节点 上 的 


数 值 . 前 述 儿 种 差 商 会 式 都 是 特殊 的 数值 求 导 公式 . 
设 已 如 Fz) 在 一 组 节点 =ra+ 坊 ,=0,1,…, 上 的 兽 数 息 Fr) , 才 
这 些 数据 组 侣 牛 成 给 定 节点 ze 的 学 数值 , 即 令 求 导 公 式 具 有 形式 


人 js 之 和 六) {25】 
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很 号 然 ,为 使 丈 导 会 式 具有 足够 的 精度 ,要求 它 对 于 足够 向 次 的 多 项 式 能 准 
确 成 立 ,这 艾 归 结 为 求解 关于 参数 1 的 代数 方程 组 .例如 , 试 对 于 给 定 的 三 个 节 
点 .ro = 十 下 ,Tri+2 构造 求 导 从 于 


FrnmTDiofrlzo+NA(zD+TNAFCzs)] 


对 于 FUzr)=1， rr” 准确 成 立 ,可 列 出 方程 
| + 4 三 曲 


必 
工 


Arn 二 AI 十 员 LT 一 朋 
| 十 和 1 An 
为 简化 计算 ,不 芒 令 xz = ,8=1, 则 方程 组 化 简 为 
1 十 入 十 A 二 站 


和 十 2 二 
| 
据 此 和 解 山 
3 1 
4 二 一 本 ， 由 | 一 立 丸 ， 一 可 
这 样 设 计 出 的 求 导 公式 是 
站 Ca )>: 赤 [- SUrn 二 4Fzr 一 Fr {26) 


浆 可 基于 持 值 方法 构造 求 导 公式 . 设 已 知 六 zx) 在 节点 r = 十 让 汪 =10 
1 的 函数 值 几 z), 作 = 次 插值 多 项 式 记 0(z) ,并 最 六 (r,) 的 值 作 为 给 定 
节 氮 天 处 的 导数 值 广 (zs ) ,这 样 建立 起 来 的 求 导 公 式 同 样 具有 式 (25) 的 形式 . 

璧 如 ,利用 给 定 的 三 个 竹 点 tonszl=zn+pyzr=rifr2p 上 的 哎 数 值 作 揪 
值 密 项 式 

















(人 一 1 人 (Yo 一 2) 
Ta 

(z 一 0 久生 一 7 1 ) 

【二 5 ja 1 (27) 


两 靖 求 导 并 令 广 (rspi(xo) ,那么 , 据 此 同样 可 以 导出 公 直 (26) 
用 插值 多 项 式 zz (xz) 作 为 jz) 的 近似 函数 ,还 可 以 建立 高 阶 数值 微分 公 
式 
(ss 六 LO【 下 】 
例如 ,将 式 (27) 求 导 两 次 ,上 | 时 一 阶 求 导 会 式 


(Ti )、 广 rz[LF(zn] 一 过 站 + As 
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圆 , 它 是 人 们 最 为 熟悉 ,应 用 最 为 广泛 的 一 种 几何 曲线 . 

于吉 年 来 ,人 类 对 圆 进行 过 长 期 深入 的 观察 与 分 析 . 古 人 早 就 知道 圆 中 有 个 
数学 不 变量 :不 管 圆 的 大 小 如 何 , 其 周 长 与 直径 的 比 ,以 及 其 面积 除 以 半径 的 阅 
方 , 是 同一 个 定数 .这 个 数学 常数 称 为 圆周 率 , 记 做 r. 

虽然 人 们 早 就 知道 圆周 率 是 个 定数 ,但 它 的 精确 计算 却 是 数学 史上 一 道 干 
十 难题 . 


2.7.1 “ 术 "之 迹 
上 二 用 "3" 规 定 圆周 率 ,突出 人 们 对 圆周 率 这 个 奇妙 数字 的 宠爱 与 崇 理 “有 周 
: 径 一" ,许多 古代 经 典 一 一 包括 东方 的 《 易 经 》 与 西方 的 《圣经 》, 都 规定 了 这 个 

据 文 献 记载 ,首先 实现 圆周 率 精 确 计 算 的 是 古 希 腊 的 阿 基 米 德 . 早 在 公元 前 
3 世纪 ,他 用 内 接 与 外 切 正 96 边 形 通 近 圆周 ,获得 r 的 近似 值 3.14. 

中 国 数学 家 对 于 圆周 率 计 算 也 做 出 了 杰出 的 贡献 . 

公元 3 世纪 、 魏 晋 大 数学 家 刘 征用 正 3 072 边 形 盘 近 圆周 ,获得 x 的 近似 信 
3 141 6. 这 个 结果 准确 到 小 数 点 第 4 位 .在 生产 力 低下 的 古代 ,如 此 高 的 精度 对 
于 实际 应 用 已 是 绰绰有余 了 . 

事 隔 两 百年 之 后 ,公元 5 世纪 ,南北 朝 祖 冲 之 更 进一步 获得 了 准确 到 小 数 扣 
7 位 的 圆周 率 3.141 592 6. 这 是 一 项 千年 称雄 的 数学 成 就， 

祖冲之 称 其 算法 为 "级 术 "”. 但 组 术 已 千年 失传 ,致使 祖冲之 计算 圆周 率 的 奇 
妙 算法 成 了 数学 史上 一 栓 千 古 疑 案 . 


2.7.2 奇妙 的 " 割 圆 术 ” 


公元 263 年 , 魏 晋 刘 徽 为 中 华 算 经 ( 九 章 算术 》 作 注 . 刘 徽 的 《 九 章 算 术 注 》 黄 
定 了 中 华 数 学 的 理论 基础 . 

关于 圆 面积 计 算 ,《 妃 章 算术 》 的 “ 圆 田 术 " 指 出 性 半 周 半径 相 乘 得 积 步 “, 这 
就 是 说 , 圆 面积 等 于 半 周 长 与 半径 的 乘积 , 刘 徽 写 了 一 篇 注 记 附 于 其 后 ,这 箭 ” 贺 
田 术 "的 刘 徽 注 后 人 称 为 《 割 圆 术 》. 

《 制 圆 术 》 全 文 约 1 800 字 . 其 内 容 翔 实 , 结 构 紧凑 ,气势 磅 确 而 窗 意 深 关 ,是 
数学 史上 一 篇 千古 奇 文 . 

划 圆 术 的 主要 内 容 是 基于 圆 面积 计算 设计 圆周 率 的 高 效 算法 .这 -算法 包 
含 细 分 通 近 , 递 推 计算 与 松弛 加 速 三 个 环节 








一 一 一 一 一 
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本 
1. 细 分 遵 近 的 二 分 策略 
刘 徽 反 圆 周 的 6 等 分 做 起 ,反复 二 分 各 个 红 段 ,逐步 将 圆周 分 割 成 12 分 ,24 
分 ,48 分 ,… ,在 红 段 二 分 过 程 中 ,等 分 数 逐 步 倍 增 , 二 分 二 次 圆周 被 分 割 成 
6x 人 2 个 强 段 ,或 者 说 , 圆 被 切割 成 6x 2 个 小 剧 形 片 ( 见 图 2.8) ， 
刘 微 在 弧 段 二 分 的 过 程 中 芝 察 了 小 出 尼 的 近似 计算 丫 题 ,他 采取 “以 直 代 
曲 "的 台 近 策略 ,将 小 则 形 转化 为 小 王 角形 .这 些小 三 角形 合并 为 圆 的 内 接 正 多 
边 形 (图 2.8) .二 分 二 次 后 图 内 接 下 多 边民 的 边 数 为 65x 24. 








2. 递 推 算 的 刘 微 公式 

刘 微 其 体 给 出 了 二 分 前 后 共 内 接 正 = 按 形 到 27 边 形 的 递 推 公式 . 设 圆 半 
径 为 >, 内 接 目 边 形 的 边 长 为 总 ,面积 为 $, , 刘 徽 利用 多段 定理 导出 了 如 下 形 
起 的 递 扒 会 式 








加 忆 


站 7 
2 区 
Sa 一 呈 ， 


他 据 此 设计 出 一 个 完整 的 迁 代 算法 ,其 计算 流程 如 下 : 


上 
和 
闪 
上 3 四 
避 9 4 四 4 


刘 徽 在 4 刘 贺 本 % 一 文中 ,用 了 = 分 之 二 的 篇 幅 , 详 尽 地 记录 了 制图 计算 的 二 
分 过 称 ,记录 了 计算 过 程 中 每 -个 中 间 数 据 . 割 圆 计算 是 相 煤 无 味 的 , 它 是 入 单 
计算 的 重复 .通过 这 种 不 厌 其 烦 的 重复 , 刘 徽 深 刻 揭 示 了 算法 设计 的 基本 理念， 
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简单 的 重复 生成 复杂 . 
3. 数据 松弛 的 加 速 技术 
刘 徽 深入 地 考察 了 数据 的 精 加 工 问 题 , 他 发 更 ,如 果 选 取 松 弛 因子 


36 
全 ”105 


则 可 将 遇 个 粗 糙 数据 S。 与 Su 加工 成 高 精度 的 结 杂 S; 
为 便于 进行 徐 算 , 刘 徽 令 r=10, 这 时 图 面 积 S” = 100x. 刘 徽 通 过 一 分 购 圆 
手续 求 得 
584 了 | 


站 吕 一 汪 ] 萝 3 3 六 19 一 314 625 


这 两 个 数据 的 精度 都 很 差 ,相当 于 阅 周 率 3. 14. 其 实 阿 基 米 德 早已 掌握 这 些 数 
据 . 刘 微 比 阿 基 米 德 技 高 -等 ,他 设计 出 下 列 数 据 斩 工 过 程 


36 ，， 。 
号 io 十 林 S430 加 So 


加 日 4 36 .105 
一 34 本 5 15X855 
100 4 
314 5855 二 314 瑟 


据 此 获得 商 精 度 的 圆周 率 3.141 6. 刘 徽 强调 指出 ,这样 加 工 出 的 结果 是 S;，，， 
即 有 





Sans 十 ofSio 一 Su ) 
式 中 
-230 
103 

在 这 焉 , 刘 微 利用 两 个 粗糙 的 数据 通过 松弛 方法 加 下 出 高 精度 的 结果 ,而 其 
加 工 过 程 几乎 不 耗费 计算 量 , 这 是 一 种 加 速算 法 . 

傣 所 周知 ,在 西方 ,数值 求 积 的 Romberg 算法 (参看 2.5 节 ) 直 到 1955 年 才 
被 发 现 .人 们 普遍 认为 这 一 算法 开创 了 如 速 算法 设计 的 先河 .基干 余 项 展开 的 快 
速算 法 证 订 被 认为 是 计算 数学 中 一 个 察 出 的 难点 . 令 人 难以 兽 信 的 是 ,由 代 中 国 
数学 家 早 在 1 700 多 年 以 前 已 经 掌握 了 这 门 绝技 ,这 是 超越 时 代 的 大 智慧 ， 


吕 


小 结 


1. 本 章 首先 提出 了 机 械 求 积 的 概念 .众所周知 ,基于 Newton - Leibniz 必 
式 , 征 积分 学 将 积分 计算 归结 为 寻求 所 谓 * 原 函数 ". 问题 在 于 科学 计算 中 面 对 的 
被 积 通 数 ,直接 寻 求 其 原 函 数 往 往 很 困难 ,甚至 是 不 可 能 的 .与 此 不同 ,机械 求 积 
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方法 将 各 分 求 值 问题 归结 为 提供 若干 节点 上 的 函数 值 , 丛 而 使 问题 获得 了 简化 . 

2 为 要 设计 机 术 求 积 公 式 , 需 要 提供 求 各 节 上 人 全 条 应 的 丽 可 对 玫 ( 权 村 
要). 求 积 公式 的 说 计 是 一 个 确定 这 些 参 数 的 代数 问题 . 

机 械 求 积 是 一 类 近 假 方法 .为 要 保证 这 类 方法 行 之 有 效 , 要 求 它 具有 足 各 的 
精度 .本 章 侧 重 于 从 代数 精度 的 角度 审视 或 积 公 式 , 令 它 对 于 次 数 尽 可 能 高 的 多 
项 式 能 准确 成 立 , 从 而 将 求 积 公 武 的 设计 归结 为 求解 代数 方程 组 

3. 求 积 公式 的 谈 计 要 区 分 两 种 情况 .如 果 求 积 节 点 事先 给 定 , 彭 如 取 求 积 
区 间 上 的 等 分 点 非 为 求 积 节 点 , 则 所 归结 出 的 方程 组 是 线性 的 ,这 时 处 理 过 程 比 
较 简 单 . 据 此 可 设计 出 一 大 类 Newton - Cores 公式 ,在 实用 上 ,有 俐 值 的 Newton 
-Cotes 公式 主要 有 梯形 公式 .Simpson 公式 和 Cores 公式 . 

如 果 求 积 节 皮下 加 狠 定 ,而 是 灵活 地 选取 , 则 可 能 进一步 提高 求 积 公式 的 精 
度 ,这 类 求 积 公 式 称 为 (iauss 公式 ， 

表面 上 看 ,设计 Canss 公式 要 而 对 非 线性 方程 组 ,从 而 存在 实质 性 的 困难 . 
其 实 ， 好 "的 数学 对 象 必 然 是 “ 美 " 的 ,而 对 称 美 则 是 数学 美的 一 个 重要 标志 .可 
以 看 到 ,基于 对 称 性 原则 很 究 易 化 解 Causs 公式 设计 革 程 中 的 难点 .对 称 性 威力 
巨大 ! 

草 得 指出 的 是 ,Gauss 型 求 积 公式 通常 用 于 计算 无穷 积分 、 奇 异 积分 等 特殊 
类 型 的 积分 . 

4. 为 性 善 求 积 方法 的 精度 , 亦 可 仿照 手 值 方法 采用 分 段 技术 , 即 事先 将 求 

区 间 划 分 为 若干 等 分 , 热 后 在 每 个 子 段 ( 子 段 长 度 称 步 长 } 上 讲 用 供 阶 求 积 公 
式 计 算 积分 值 . 这 类 求 积 方 法 称 作 是 复 纶 的 . 

步 长 的 合理 选取 是 运用 复 化 求 积 方 法 的 关键 . 步 长 太 大 精度 难以 保证 , 步 长 
太 小 则 会 导致 计算 上 量 的 注 费 , 热 历 事先 给 出 一 沾 介 适 的 步 长 往往 是 困难 的 . 

通常 采用 变 步 长 的 计算 方案 , 即 在 等 分 数 逐 步 倍增 一 一 相 点 地 步 长 衣 次 减 
半 的 二 分 过 程 中 计算 积分 值 .每 做 一 步 , 粒 查 一 下 二 分 前 后 计算 结果 的 偏差 , 直 
到 满足 精度 要 求 时 终止 计算 . 

5. 在 二 分 过 程 中 考察 几 种 供 阶 求 积 公式 的 联系 ,不 难 发 现 ,二 分 前 后 两 涉 
梯形 值 适当 组 合 可 以 芍 得 Sirnpson 值 , 而 二 分 前 后 两 个 Sitnpson 值 适 当 组 侣 又 
可 进一步 获得 Coetes 信 . 如 果 将 二 分 前 后 两 个 Cotes 值 再 适当 组 全 即 可 获得 更 高 
精度 的 Romberg 值 .这 样 , 先 在 二 分 过 程 中 逐步 计算 出 梯形 值 序列 ,然后 丙 将 它 
逐步 加 工 成 Simnpson 值 序列 .Cotes 值 序列 与 Romberg 值 序列 .这 就 是 著 儿 的 
RomhberE 算法 . 

Romberg 算法 在 几乎 不 增加 计算 量 的 前 提 下 显著 地 提高 了 计算 结果 的 精 
度 ,其 加 速 葡 果 是 奇 炒 的 . 它 是 优秀 数值 算法 的 一 个 范例 . 

6. 数值 求 积 的 Romberg 加 速算 法 是 20 世纪 中 (1955 年 ) 才 提出 来 的 , 令 人 
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感到 不 可 思议 的 是 , 早 在 公元 3 世纪 (公元 263 年 以 前 ), 竺 晋 大 数学 家 刘 徽 在 图 
周 率 的 审 圆 计算 中 ,就 已 经 运用 了 今日 被 称 为 松弛 技术 的 加 速 技术 .这 是 一 项 超 
起 时 代 的 辉煌 成 就 .这 是 中 华 先贤 的 大 智慧 . 


题解 2.1 求 积 公式 的 设计 


提要 ”本 讲 突出 强 计 求 积 会 式 的 代数 精度 方法 .所 设计 的 求 积 公 式 应 具有 
“ 尽 可 能 吉 " 的 代 煞 精度 ,并 要 求 指明 所 构造 出 的 求 积 会 式 实际 具有 的 代数 精 庆 . 

值得 强调 指出 的 是 ,在 设计 求 积 会 式 时 要 充分 考 虚 对 称 性 .利用 对 称 性 可 以 
减少 待定 参数 的 数 日 ,从 而 使 所 归结 出 的 代数 方程 组 较为 容易 求解 . 基 些 具有 对 
称 结构 的 求 积 会 式 , 其 代数 精度 获得 了 “额外 "的 好 处 ， 

题 1 试 受 计 求 积 公式 


[ ADdzsehaf[ 于 | +Asf 子 ] 


解 ” 邻 原 式 对 于 =1,r=y 准确 成 立 , 可 列 出 方程 组 
| 胡 ， 士 马 一 上 





左右 两 端 隶 相等 , 故 所 误 计 出 的 求 积 会 式 仅 有 一 阶 精度 . 
题 2 试 设计 求 积 公式 
jdzsaof( 二 生生 人 六 人 人 于 
解 令 原 式 对 于 /= 1,ry,xz 人 准确 成 立 ,可 列 出 方程 组 
AN 十 岂 十 同一 | 


] 上 了 
呈 下 An 二 本 和 奴 : 十 下 从 2 一 


1 1 9 ，_ 
让 4o+ 计 Ai+ 让 4: = 
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考虑 到 对 称 性 , 令 4: = 4 , 则 方程 组 化 简 为 


T 1 
| A++ 到 4 一 训 


15 L 1 
上 4 


解 之 得 4 = 4:= 子 ,4 = - 3 . 易 知 所 构造 出 的 求 积 公式 


| rez)dzs 了 (二 )- 瑟 /人 (+ 二 人] 





于) 从 示 
对 于 了 = z 准 确 成 立 , 而 对 于 = 二 不 准确 , 故 它 有 一 阶 精度 . 
题 3 斌 设计 求 积 公式 
| FlrjdzxAFO+A FTD+ 玉 0) 
解 令 原 式 对 了 = 1,z，, 妇 准确 成 立 ,可 列 出 方程 组 


解 之 有 有 


易 知 这 样 设 计 出 的 求 积 公式 


2 


| ALz)dzs SAO+ 了 AD 二 广 (0 
对 于 /= 妆 丰 准 靖 , 故 它 仅 有 二 阶 精 度 . 
是 4 试 设计 求 积 公式 


| 7GDazsa[enFoO+eFD]+ [oO+ 天 CD] 
解 ”不妨 没 记 = 


1【 和 否则 作 变 换 = 和 2) 而 考察 下 玛 求 积 公 式 
| AUz)drssan0) 十 ai 大 (1 十 5 0) 十 六 (1) 
令 对 于 了 =1,r,z :2 了 准确 成 立 , 可 列 出 方程 组 
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解 之 得 al = ai = 于 , 加 = - 包 二 证, 易 知 这 样 设计 出 的 求 积 公式 


由 衬 
| re)dzs5LO+FDIT 瑟 LFO -大 0 
对 于 = xz: 不 淮 确 , 故 它 有 王 阶 精度 
题 5 试 设计 求 积 公 
| FedzsA- 站 二 ACE 
解 所 要 构造 的 求 积 公 式 含有 末 知 的 求 积 节点 xz，, 令 它 对 于 = 1 ,xyz2 淮 
确 成 立 ,可 列 出 方程 骨 
A++ AI 一 2 
| 下 
下 4 十 于 册 | 二 王 放 
利用 前 两 个 方程 从 最 末 一 个 方程 中 消去 4， 与 zx， ,使 之 化 归 为 仅 含 -- 个 变 元 At 
的 方程, 从 而 定 出 4, = 了 .再 代入 求 得 4 = A ,zi = 入 .于 是 所 设计 的 求 积 公 
式 是 
了 


易 知 这 一 求 积 公式 当 F= > 时 不 准确 , 故 它 仅 有 二 阶 精度 
题 6 试 设计 求 积 公式 


| Hz)dzsa[7Czo)rFeD+TAz，m<ri<as 


三 zj)dzrseg (一 有 |( 子 ] 


| Aiz)dzs AU)+FO) AR)] 


这 样 设计 出 的 求 积 公式 对 于 奇 夯 数 = zzr ,rz 等 均 准 确 成 立 ,再 令 它 对 于 
了 = 准确 成 立 , 列 出 方程 
3 和 =2 
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因而 4A=213. 进 - : 步 令 它 对 于 广 - 写 准 确 成 立 , 可 列 出 方 竹 


由 此 得 知 xz; = na 启 从 而 构造 出 求 积 会 式 


人 ADaas 本 人 (- 志 )+AoO+rA( 语 ) 
吻 知 它 对 于 了 = 六 不 准确 , 故 这 一 公式 有 王 阶 精度 


题解 2.2 Gauss 求 积 公 式 


提要 (Gauss 公式 是 -类 高 精度 的 求 积 公 式 . 这 类 求 积 公式 还 具备 其 他 -- 
系列 优点 ,譬如 数值 秘 定 性 好 ,适合 于 处 理 某 些 硼 扯 积分 等 . 

不 过 ,Gauss 公 去 的 设计 有 实质 性 的 困 准 ,为 了 同时 处 理 求 积 系 数 与 求 积 节 
点 ,用 代数 精度 方法 归结 出 的 代数 方程 组 是 非 线性 的 .前 文 2.3 节 扬 壤 出 一 个 令 
人 感 兴趣 的 事实 :利用 Gauss 公式 的 对 称 结 构 可 以 使 处 理 过 程 大 大 地 简化 . 

题 ] 证 明 下 列 求 积 公式 存 $ 阶 精度 


Fa)dzs 5 -三 】 + 了 72] 二 yl2 + 


证 这 个 公式 售 有 3 个 节点 


ro=2-A/ 王 ， 工 | 二 了， za =2+A/ 


为 傍 它 具有 $ 阶 精度 , 它 必 须 是 (Gauss 公式 .容易 看 出 , 若 导 进 变 换 工 = /+2. 则 
可 将 它 变 到 二 片 Gauss 公式 


| HLDdes 训 用 -3 )， 可 (0O)+ 误 FF (本 
题 2 试 设计 求 积 公 区 





| zydzxsAF -ea)+DFOD)TCFCa) 
解 ”注意 到 它 的 对 称 结构 , 作 变 换 ， =24 ,上 原 式 变 成 
1 人 卫 ， 人 
| FaodessH 号 AD+S HS 
曙 三 点 Gauss 公式 


| Hz)dzs 亲 H -| + 十 了 | 


比较 知 
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题 3 构造 求 积 会 式 
「 【 王 十 了 dr Fr 二 FT 
使 具有 三 阶 精度 . 
滔 ” 令 对 于 广 = 1,z, 六 ,准确 成 立 , 可 列 出 方程 组 


辣 zi 土 商人 0 
考虑 到 对 称 性 , 今 4,=4i,zrno= -xi 则 用 


故 有 xy = - ri= -A/ 3 . 故 所 要 设计 的 求 积 公式 是 


recordrs 3 2 
题 4 验证 Gauss 型 求 积 公式 


5 


| e 拓 二 扣 和 册 并 十 症 FCDi ) 
的 系数 及 刷 点 分 别 为 





2 
证 令 原 式 对 于 太 = :rc 7 稚 傅 成 立 , 汗 意 到 对 正 整数 ”有 
| Te dz 三 所 | 
和 
可 列 册 方程 组 
十 刀 1 
1 十 昌 ; zi 一 ] 
LAnaza 二 册 ar1=2 
| 人 十 岂 ; 1 一 白 
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习 题 二 





记 接 验证 知 所 给 节点 ro ,ri 与 系数 4 ,4; 确实 满足 这 个 方程 组 . 





习题 二 


1， 盲 接 验 证 梯形 公式 与 中 年 形 公式 只 有 一 阶 代 数 精度 ,而 Simpson 公式 则 有 二 阶 代 数 


精度 . 
2. 试 判 定 下 剂 求 各 公式 的 代数 精度 : 
1 3 71 1 
| Andzm 于 几 于) 二 7 
3. 确定 下 询 求 积 公式 中 的 待定 参数 ,使 其 代数 精度 尽 可 能 地 高 ,并 指明 求 积 公 式 所 具有 
的 代数 精 庆 ; 
(| Aredrmhoy 有 ADD 47 
【2) [ Arjdzme 开 人 0) 1 和 站 


ui 
4. 个 列 求 积 会 式 称 作 Smpson318 公式 ， 
| Ad 旺 LA0D 370D 1 30)+ 3 


试 判断 这 一 求 积 公式 的 代数 精 刻 ， 
5. 试 设 计 求 积 公 式 
f Hadrsa ro 4 rr Art 


一 一 
| | 
Te 


/3 


5. 对 证 求 积 公式 
全 3 








[ adarse 本 2- 5 
是 一 点 Gauss 公式 . 
7 了， 试 将 二 分 前 后 的 中 天 否 公 式 
AT 一 【及 rs 
MG 人 2 + 杂工 ) | 


丰 工 成 松弛 公式 
| Da raCws -ni 





使 其 代数 精度 尽 可 能 高 ， 
8. 直接 验证 下 列 数 值 微分 方法 的 代数 精度 : 


下 
上 








(2) 后 卷 公式 (es 有 人 六 2 一 
+ P) 一 天 一 到) 
了 有 


(3) 中 盖 公 武 FaJs 
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9. 证 明 下 剂 数值 微分 公式 有 4 阶 代 数 精 度 ， 


六 (zs [An 一 2 一 SF 一 18Fz ER 并 an 十 28)] 


第 二 章 ” 常 微分 方程 的 差分 法 


科学 计算 中 常常 需要 求解 常 微 分 方程 的 定 解 问题 . 这 类 问题 的 最 简 形式 ,是 

本 香 将 要 着 重 考 察 的 一 阶 方程 的 初 值 问题 . 
了 丈 三 碟 六 更 灼 
] YUzo) 三 yo 人 

这 里 假定 右 盟 数 Frz,y) 适 当 光 滑 ,譬如 关于 y 满足 Lipschitz 条 件 , 以 保证 上 述 
初 值 问题 的 解 y(z) 存 在 且 唯 一 . 

虽然 求解 常 微 分 方程 有 各 种 各 样 的 解析 方法 ,但 解析 方法 只 能 用 来 求解 一 
些 特殊 类 型 的 方程 .求解 从 实际 问题 当中 归结 出 来 的 微分 方程 主要 靠 数 值 解法 . 

差分 方法 是 一 类 重要 的 数值 解法 .这 类 方法 回避 解 y(z) 的 函数 表达 式 , 而 
是 寻求 它 在 一 系列 离散 节点 

天 

上 的 近似 值 wy > ，… 相 邻 两 个 节点 的 间距 关 = 二 一 称 步 长 . 
本 章 将 假定 步 长 /为 定数 . 

差分 方法 是 一 类 离散 化 方法 ,这 种 方法 将 寻求 解 y(z) 的 分 析 问 题 转化 为 
计算 离散 值 w 的 代数 问题 ,然而 随 之 带 来 的 困难 是 ,由 于 数据 量 |y | 通常 很 大 ， 
差分 方法 所 归结 出 的 通常 是 个 大 规模 的 代数 方程 组 

初 值 问题 的 各 种 差分 方法 有 个 基本 特点 ,它们 都 采取 ”* 步 进 式 ”, 即 求解 过 程 
顺 着 节点 排列 的 次 序 一 步 一 步 地 回 前 推进 . 描述 这 类 算法 ,只 要 给 出 从 已 知 信息 
yiyyw 计算 w, 的 递 推 公 式 .这 类 计算 公式 称 为 差分 格式 ， 

差分 格式 中 仅 含 一 个 未 知 参 数 w .， ,或 者 说 , 它 是 仅 含 一 个 变 元 ww ,的 代 
数 方程 ,这 就 大 大 地 缩减 了 计算 问题 的 规模 . 

总 之 ,差分 方法 的 设计 思想 是 ,将 寻求 微分 方程 的 解 y(z) 的 分 析 问 题 化 归 
为 计算 离散 值 j w, | 的 代数 问题 ,而 * 步 进 式 " 则 进一步 将 计算 模型 化 归 为 仅 含 一 
个 变 元 ww, 的 代数 方程 所 谓 差分 格式 ,这 就 达到 了 化 繁 为 简 的 目的 . 


方程 (1) 中 含有 导数 项 y (zx) ,这 是 微分 方程 的 本 质 特征 ,也 正 是 它 难 以 求 
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解 的 症结 所 在 .学 数 是 无 穷 极 了 腿 过 程 的 结果 ,而 计算 过 程 则 总 是 有 限 的 .内 此 , 数 
值 解法 的 第 一 步 就 是 消除 式 (1) 中 的 导数 项 y ,这 硕 于 续 称 离散 化 .由 于 差 商 时 
微分 的 近似 运算 ,实现 离散 化 的 一 种 直截了当 的 放 径 是 用 差 商 赫 代 导 数 . 


3.1.1 Euler 格式 


设 在 区 间 [z ri] 的 志 端 点 二 列 出 方程 (1): 
和 《二 


并 用 差 商 蔡 2 一 洁 替代 其 中 的 导数 项 y'(z,)，, 则 有 


Ts 十 下 亲 Fosyytzn)) (2) 
个 用 yz) 的 近似 值 加 代 和 大王 臣 右 端 ,并 记 所 得 结果 为 mw， 这 样 设计 出 的 计 
算 公 式 
二 二 2 (3) 
就 必 著 名 的 Euler 格式 . 若 初 值 m 已 知 , 则 依 峭 式 (3) 可 逐步 算出 数值 解 
31 33 


例 1 求解 初 值 问题 


jy， YE[O,1] 4] 
by) -1 
解 ”为 便于 进行 比较 ,本 章 将 用 多 种 差分 方法 求解 上 述 初 值 问题 .这 里 先 用 
Puler 方法 ,求解 方程 (4) 的 Euler 格 志 具 有 形式 





了 
1 十 丰 入 本 


取 步 长 六 =0.1,Euler 格式 的 计算 缚 果 凯 并 3.1， 














表 3.1 
PPn 1 YE ) 
0 1 上 .10 0 1 .383 了 
站 .2 1.191 8 。 1 .34 咏 之 
0 .3 1 .277 才 ， 1 .62 3 
口 . 攻 1 35 入 了 .5 上 .673 了 








0.3 [435 上 ， 1.732 1 
初 值 问题 (4 有 解析 解 y= V1T 3 ,这 里 将 解 的 准确 值 y(x。 ) 同 近似 值 y 
一 起 列 在 袁 3.1 中 ,比较 两 瑚 可 以 看 出 Euler 格式 的 精度 很 低 











1 Euler 方法 隐 








所 从 图 形 上 看 ,假设 节点 也 (zs 六) 位 于 积分 曲线 > = yz? 上，, 则 按 Eules 
格 江 定 出 的 节 氮 Pr ar) 滋 在 积分 曲线 y = 2(7) 的 切线 F{ 蜀 31) ,从 
这 个 角度 也 可 以 看 出 Euisr 格式 是 很 粗糙 的 . 






| 
| 
已 


3.1 Ruler 棕 式 的 几 柯 解释 


| 3.1.2 隐 式 Euler 格式 


再 在 区 间 [ rr， 的 右 端 点 r,， 列 出 方程 (1): 
再 = 


并 改 用 向 后 差 商 2>， 1 < 替代 方程 中 的 导数 珊 y'( xi。 ) ,再 离散 化 , 即 
可 导出 下 列 隆 式 Euler 格式 
3 二 rs] 《531 

这 一 格式 与 Euler 属 式 463) 有 着 本 质 的 区 别 ;:Fuler 式 (3) 是 关于 3 的 一 个 直 
接 的 计算 公式 ,这 类 格式 称 作 是 显 式 的 ;而 格式 (5) 的 右 端 含 有 未 知 的 y ，，, 它 
实际 上 是 个 关于 ,1 的 函数 方程 ( 关 十 国 数 方程 的 解法 将 在 下 一 章 介 绍 ). 这 类 
格式 称 作 是 中式 的 . 隐 式 格式 的 计算 远 比 显 式 格式 困难 . 

出 于 数值 油分 的 癌 前 差 商 公式 与 向 后 差 商 公式 有 具 布 同等 精度 ,可 以 预料 , 隐 
式 Fuler 格式 (5 与 十 式 Euler 格式 (3) 的 精度 相当 . 


| 3.1.3 Euler 两 步 格式 


为 了 改善 精度 ,可 以 改 用 中 心 卷 商 直 fy 人 oatxz1i 苇 代 方 程 
3 az= Angzrs)) 中 的 导数 硕 ,再 离散 化 , 即 可 导出 下 列 格 式 
1 二 二 了 《和 
无 论 是 显 起 Euler 格式 (3) 还 是 隆 式 Euler 格式 (5) ,它们 都 是 单 步 法 ,其 特 
点 古 计 算 罗 时 只 用 到 前 一 步 的 信息 办 ;然而 格式 (6) 除 了 以 外 ,还 显 售 更 
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前 一 步 的 信息 ww ， , 即 调 用 了 前 面 丙 步 的 信息 ,Euler 两 步 格式 因此 而 得 名 . 

Euler 两 步 格式 人 46) 虽然 比 Euler 格 芝 或 隐 式 Eulcr 格式 具有 更 高 的 精度 ,但 
它 是 一 种 两 步 法 ,两 步 法 不 能 目 行 启动 ,实际 使 用 时 除 宁 倩 w% 外 还 需要 借助 于 
基 种 一 步 法 再 提供 一 个 开始 值 , ,这 就 增加 了 计算 程 厅 的 复杂 性 ， 


| 3.1.4 梯形 格式 


设 将 方程 -= Fr 人 的 两 端 从 > 到 二 ， 求 积分 , 即 得 
yz = yz + | JUzsy(z)jdz (7) 
录 然 ,为 要 通过 这 个 积分 关系 式 获得 y(x. ，) 的 近似 值 ,只 要 近似 地 算出 其 中 的 
各 分 项 | ” (zy(z))dz, 只 选用 不 同 的 计算 方法 计算 这 个 积分 项 ,就 会 得 到 
不 同 的 差分 格式 ， 
讽 如 , 设 用 虐 形 方法 计算 积分 项 
| 人 人 工 )R 丰 FYCzD)) 
代入 式 (7) ,有 
人 1 JS ) 十 内 产 工 ， [了 
所 此 离散 化 又 可 导出 Euler 格式 (3) .出 于 数值 积分 的 答 形 方法 精度 很 低 , Eulex 


格式 当然 很 粗粮 . 
为 了 提高 精度 , 改 用 榜 形 方法 计算 积分 项 


| ”Alzsytz))dzm [Frya(zD)+Rnsy 人 rn 


担 代 人 式 !7) ;在 
了 11 JR， 1 十 字 [A(z， 3 ) 二 Ti 3 )] 
设 将 式 中 的 fr ofc) 分 别 用 ,ww 容 伐 , 作 为 离散 化 的 结果 导出 下 列 
计算 格式 
yo yy (8) 

与 梯 共 求 积 公 式 相 呼 应 的 这 一 差分 格式 称 作 梯形 格式 ， 

容易 看 出 . 习 形 格式 (8) 实 际 上 是 显 式 Euler 格式 (3) 与 隐 式 Euler 格式 (5) 
的 算术 平均. 


3.1.5 改进 的 Euler 格式 


Eujer 烙 式 (3) 是 一 种 显 式 算法 ,其 计算 量 小 ,但 精度 很 低 ; 樟 形 格 式 (8) 昌 提 
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高 了 精度 ,但 它 足 一 种 隐 式 算法 , 希 要 借 册 于 汉代 过 程 求解 ,计算 量 大 . 

可 以 综合 使 用 这 两 种 方法 , 先 用 Ealer 格 专 求 得 一 个 初步 的 近似 值 , 记 为 
yi 称 之 为 预报 值 ; 预 报 值 的 精度 不 高 ,用 它 赫 代 式 (8) 右 端的 w ,再 直接 计算 ， 
得 到 校正 值 v,,, .这 样 建立 的 纺 报 校正 系统 

预报 三 加 十 内 FCzs yy ) 

校正 1 一 十 号 [ (ae 1 Ja ] 十 Ri 1 ,211)] 【9》 
称 作 改进 的 Euler 格式 .这 是 一 种 是 式 格式 , 它 可 表 朱 为 如 下 能 套 形式 

区 Ta 十 ? LT 
或 表示 为 下 列 平 均 化 形式 





| 3 一 Jr 十 丰 站 rn wo 


j 和 二 40) 


1 
0 1 1 二 亲 (3 | 人 》 


图 3.2 描述 了 改进 的 Euler 方法 ,其 中 六 为 步 长 , N 为 步 数 ，rnyywn 为 “ 基 
值 ”, 即 前 步 的 近似 解 ,z ,yi 为 "新 值 ”, 即 该 步 计算 结果 

例 2 用 改进 的 Foler 稿 式 求解 初 依 问 题 (4). 

解 ”求解 韧 值 阅 题 的 改进 的 Euler 格式 1{10) 具 有 形式 


四 并 
本 十 六 


了 了 | 


1 > =- 
必 疡 





1 
Ja11 二 万 (yp 十 


仍 取 六 =0.1, 计 算 结 果 见 表 3.2. 同 例 1 所 列 的 Euler 格式 的 计算 结果 ( 表 3.1) 
比较 , 疏 进 的 Euler 格式 明显 地 改善 了 精度 . 
表 3.2 






Je 



















0.1 1 .485 了 胡 .4832 
小 .2 ] .532 3 1.349 了 
0 .3 1.266 2 1.6L6 5 1.6f2 5 
0.4 ]. 343 4 1 .6078 之 1.673 3 

了 .737 日 
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辣 二 如 十 站 
放生 其 + 归 人 ,多 
有 定时 人 pp] 
了 后 CDp+ 只 和 










理 全 < 百 十 ] 
中 二 二 





针 3.2 上 吏 进 的 Fualer 方 法 的 计算 流程 


| 3.1.6 Euler 方法 的 分 类 


前 述 Euler 方法 分 显 式 格式 与 隐 式 格式 两 大 类 .Euler 格式 与 Ruler 上 师 步 格 
式 是 显 式 的 ,而 隐 式 Fuler 格式 与 榜 形 格式 则 是 隐 式 的 . 显 式 格式 与 隐 式 格式 各 
有 利 鄞 : 显 式 格式 的 计算 量 小 ,但 稳定 性 较 差 ;与 些 相反 , 隐 式 格式 的 稳定 性 好 ， 
但 需要 通过 款 代 法 凑 解 ,计算 量 比 较 大 . 

相 皮 恰恰 相 辅 玫 成 .实际 应 用 时 往往 综合 应 用 显 式 与 隐 式 两 种 格式 , 即 先 用 
显 式 恪 式 求 得 某 个 预报 值 ,然后 再 用 隐 式 格式 选 代 - 一 次 得 出 较 高 精度 的 校正 值 . 
改进 的 Euler 格式 即 是 这 种 预报 校正 系统 . 

Euler 方法 勾 有 一 步 法 与 务 步 法 之 分 .在 前 述 几 种 Euler 格式 中 ,Euler 两 步 
格式 以 外 的 见 种 格式 都 是 一 步 法 ,顾名思义 ,Fuler 两 步 格式 则 是 两 步 法 .比较 一 
此 法 与 多 步 法 ,前 者 计算 最大 ,而 后 音 出 于 使 用 了 前 面 冤 步 的 老 信 息 , 不 需要 增 
加 计算 量 即 可 获得 高 精 虚 .不 过 堵 步 法 也 有 缺陷 : 它 不 能 自行 启动 ,必须 依 束 某 
种 一 些 法 为 它 提供 所 需 的 开始 值 ,这 就 导致 程序 结 攀 的 复杂 性 . 

后 文 的 3.2 节 ,.3.3 节 分 别 考察 一 些 法 的 取 unge - Kutta 方法 与 多 步 法 的 
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Adams 方法 ,它们 分 别 是 Euler 方法 的 延伸 与 拓 广 . 
| 3 1.7 Euler 方法 的 精度 分 析 


类 似 于 前 面 两 章 的 处 理 方 法 ,本章 依 然 运 用 代数 精度 来 判定 差分 格式 的 精 
度 . 
定义 1 称 某 个 差分 格式 具有 如 阶 精度 ,如 果 其 对 应 的 近似 关系 起 对 于 次 
入:mm 的 多 项 式 均 能 准确 成 立 ,而 对 癌 +1 次 式 林 能 淮 确 成 立 . 
恬 如 ,考察 Euler 格式 (3) 
3 二 十 





其 对 应 的 近似 鞠 系 式 为 
SS 十 下 
检验 它 所 上 共有 的 代数 精 麻 , 当 >=1| 封 ， 
左 端 = 右上 端 =1 
当 昌 一 时 
左 映 = 右 端 = 了 + 四 
而 当 y= ”时 
左 庙 = 妆 2 .sf 二 有 
右 端 = 二 2 
这 时 左 端 么 右 靖 ,可见 Euler 悄 式 公有 一 阶 精 座 ,. 
类 做 地 不 蕉 验证 隐 式 Euler 格式 同样 公有 - 阶 精 炭 ， 
再 考察 梯形 格式 (8) 
3 了 [Jr ,wzytTy] 
其 对 应 的 近似 关系 式 为 
3(zssDssy(m + 末 [rs)+(zsv 00) 


值得 指出 的 是 ,为 简化 处 理 手续 ,可 引进 变换 r = z, + 大 ,而 下 妨 令 节点 r. 一 0， 
落 长 上 =1, 从 而 将 近似 关系 式 化 简 . 这 时 ,梯形 格式 的 近似 关系 式 (18) 化 简 为 


y(Djsey(D + 三 [y (0)+ CD 


易 知 它 对 y= rt，ze 均 准 确 成 立 ,而 当 yz* 时 左 端 = 1, 右 端 = 卫 , 因 而 梯形 
格式 具有 二 阶 精 度 

比较 几 种 Euler 方法 . Euler 格式 是 显 式 计 算 , 计 算 基 小 ,结构 简单 ,但 精度 
低 ; 棉 形 格式 攻 善 了 精度 ,但 它 屁 隐 式 的 ,求解 困难 . 相 比 之 下 ,改进 的 Fuler 格 


84 第 三 章 ” 常 微分 方程 的 差分 法 








式 无 论 计 算 量 还 是 精度 都 是 可 取 的 .自然 会 问 ,能 和 否 推 广 改 进 的 Euler 格式 以 进 
- 步 提 高 差分 格式 的 精度 呢 ? 





3.2.1 Runge- Kutta 方法 的 设计 思想 


人 


和 察 差 商业 Z22 一 ez， ,根据 微分 中 值 定理 ,存在 点 Ex,<E< xz 使 





y(Cznr1) 一 了 ( 交 ，) 昌 


林 Y (6) 





从 而 利用 所 给 方程 y = 上 得 
Mi( 雹 ) 三 了 (元 ) 二 有 丰 六 会 ,6)) (12) 
其 中 的 民 ” = FSsv(S)) 称 作 区 间 [Lzs zs ] 上 的 平均 斜率 . 这样, 只 要 对 平均 
斜率 民 提供 一 种 算法 ,由 式 (12) 便 相应 地 导出 一 种 计算 格式 ， 
按照 这 种 观点 考察 Euler 格式 (3), 它 简单 地 取 点 z 的 斜率 值 K, = 
Fr yy ) 作 为 平均 斜率 KK ” ,精度 自然 很 低 . 
再 考察 改进 的 Euler 格式 (9), 它 可 改写 成 下 列 平均 化 形式 : 


1 
3 三 关卡 万 ( 居 | 让 


1] 天 ，= 天 3 3 
| = 天 (富村 放下 
因 之 可 以 理解 为 ; 它 用 zx, 与 zx, ,两 个 点 的 斜率 值 K, 和 开 * 取 算术 平均 作为 平均 
斜率 K ,而 二 ,处 的 斜率 值 K;, 则 利用 已 知 信息 w 通 过 Euler 格式 来 预报 ， 
这 个 处 理 过 程 启示 我 们 ,如果 设法 在 [z,,z,,,] 内 多 预报 几 个 点 的 斜率 值 ， 
然后 将 它们 加 权 平 均 作为 平均 斜率 久 ”, 则 有 可 能 构造 出 更 高 精度 的 计算 格式 ， 
这 就 是 Runge-- Kutta 方 法 的 设计 思想 . 


| 3.2.2 中 点 格式 


再 考察 Euler 两 步 格式 (6) : 


Vn+l 一 1 十 2Ay， 





= 


这 一 格式 用 区 间 [z，,,z,,y] 中 点 z 的 斜率 值 % 作为 该 区 间 上 的 平均 斜率 .不 
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难 台 证 它 有 一 阶 藉 度 , 因 之 .如 果 改 用 区 间 |ryzr， 中 点 的 斜率 什 妆 上 
作为 该 区 癌 上 的 平均 斜率 , 则 所 证 订 出 的 养分 格式 ， 


1 1 一 8 十 由 1 并 [ 4 1 
亦 应 一 阶 精 度 . 问题 在 于 该 如 何 牛 成 > 4? 
这 ,为 已 知 , 则 可 用 Euler 檬 臣 预 报 0 : 


从 贞 有 


这 样 没 计 并 的 格 冻 


称 作 变形 的 Puler 格式 ,或 你 中 点 格式 . 

表面 上 看 .中 点 格式 = ww 1 KE 中 仅 舍 个 斜率 值 天 ,然而 天 ,让 道 
这 乓 ,计算 出 来 的 , 凤 此 它 每 做 -生食 然 需 紫 区 次 计算 扼 数 了 的 值 . 上 上 作 量 和 改 
进 的 Fuler 格式 113) 相 同 . 

例 3 用 中 点 格式 (15) 求 解 初 值 问题 (4)， 

解 仍 反 A=90.1, 计 算 结 果 饥 表 3.3. 比较 例 2 可 以 看 鲜 , 中 点 格式 与 改进 
的 忆 uler 格式 精度 相当 ， 














8 二 1 】 





--- 一- .4 











1 .095 了 












0 .1 1.095 5 06 1483 7 | 4833 
人 .2 1 .183 3 1 183 > 0.7 .49 和 1.549 2 
0.3 1 .265 1 1.26+4 有 .8 66032635 
0 .4 1.3419 | 1.3416 0.9 1.674 2 1.673 3 

-千本 丰 1 .了 41+ 3 1.0 1.73341 ， 41737321 







3.2.3 二 阶 Runge 一 Kutta 方法 


推 王 改进 的 Fuler 格式 (13) 与 中 点 格式 (15). 对 于 区 间 [+. .> ，1 内 任意 给 


定 的 一 点 .my: 


二 0 志 玫 盖 :1 
设 用 .和 ,两 个 总 的 斜率 值 并 和 天 :加权 平均 得 到 平均 斜率 氏 ” ， 冯 念 

[1 一 +AK 《15] 
臣 中 4 为 符 定 参数 . 癌 改 进 的 Euler 格 世 013) 以 基 中 点 略 式 (15) 一 样 ,这 中 仍 到 
攻 , = Fr 问题 在 于 该 所 样 莫 报 处 的 科 率 值 乓 ,? 

仿照 格式 113) 与 (15) , 先 用 Eujer 格式 提供 yf>，， 吃 的 预报 售 人 
3 二 站 
然后 用 ,，, 通 辽 计 算 了 产生 斜率 值 
天 :Epo 

这 样 设计 出 的 计算 格式 挫 有 形式 

1 二 [3] 

1 民 = 站 ye (17》 

本 
门 题 在 于 ,如 何 选取 参数 4 的 值 , 合 得 桥 臣 (17) 其 有 较 旧 的 精度 . 

为 此 考察 格式 (16) 对 应 的 近似 关系 式 , 注 意 到 其 中 的 K, 兵 , 分 别 代表 点 
zw 处 的 斜率 值 ,有 
Ya T 十 EL 一 Ar TAOCr 
容易 看 出 ,不 管 4 如 和 何 选 地 ,上 或 均 有 - 阶 精 虚 .可 以 适当 选取 参数 4 ,使 上 式 其 
布 二 价 精度 .为 简化 处 理 , 仍 念 r, =0, 直 =4 ,这 时 上 还 近似 英 系 式 化 简 为 
SPpJsst0)1IT- AI0)7TA TD 

信人 蕊 对 于 y 了 ”和 淮 确 成 立 , 得 知 


洗 日 十 


hp= 卫 【TS ) 
满足 这 项 条 件 的 一 族 格式 (17) 统 称 二 阶 Runge- Kutta 格式 . 


二 阶 Runge 一 Kurta 格式 有 疝 个 重要 的 特例 . 当 户 = 1,4 :计时 格 武 (17) 是 


改进 的 Euler 覆 式 (13) ;而 旭 果 上 声 于 -1 这 时 二 阶 Runge 一 攻 utta 格式 是 
中 点 格式 (157). 


3.2.4 Kutta 格式 


和 进 一 东 用 三 个 点 rr， 二 的 斜 窑 利加 权 平 均 生 成 区 间 [Tz rr EL 
的 平均 圭 率 ,而 考 宗 刀 下 形式 的 盖 分 格式 


3 二 十 内 《和 十 Am | ja 
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其 对 应 的 近似 关系 起 为 
js 二 0 《1 十 0 ( 评 】 机 sw (1) 
它 对 =1 自 然 准备 , 令 对 于 y 二 Tor ”准确 成 立 , 可 询 出 方程 组 
;和 赂 | +4A-=1| 
1 +2A3=] 


ER 


-- -上 


解 得 


于 是 有 


有， : ， 。 
JW + 一 3 十 责 (3m 十 二 3 二 11 


为 使 这 个 式 子 成 为 三 阶 养分 格式 , 镁 下 的 问题 是 如 何 利用 ww ,六 天 报 1 
和 呈 | 守 再 用 Fuler 格式 有 有 


从 而 有 


外 


进一步 预报 y 考虑 到 与 交 ,y 为 已 知 , 线 性 捅 值得 


综 上 所 述 ,这 样 设 计 出 的 差分 格式 具有 形式 
3 人 (KK， 二 二 玲 : 坏 长 ; ) 
玫 ， 一 下 (3 ,yy 


契 


民 ， = 3 
开 ; 一 Fi 二 下 (一 下 ,二 2K;)) 
这 和 神 三 阶 格式 称 作 Kuntta 格式 ， 
3.2.5 四 阶 经 真 Runge 一 Kutta 格式 
继续 这 -过 程 . 设 法 在 区 间 [z, ,内 多 预报 儿 个 点 的 斜 这 值 ,然后 将 它们 
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加 权 平 均 作 为 平 的 斜率 , 即 可 以 设计 出 更 高 精度 的 单 步 格式 .这 类 炊 式 统称 
Runge - Kutta 格 式 . 实 际 计 算 中 常用 的 Runge -Kutta 格 东 是 所 谓 四 阶 经 典 格式 








[CR 二 2 +2K3 KK) 

天 一 

和 

1 本 (19) 
| ， 大 

网 一 了 le " 工 ， 十 了 : 

天 ;= 站 CiLyY 十 下 想 ，) 

这 :格式 才干 个 点 rr 了 Ta ii 全 意 点 2 了 复 用 了 一 儿 ) 的 插 课 

值 氏 , 反 : , 氏 , 攻 ;加 权 平 均 生 成 平均 斜率 ,其 中 区 ,= Fr wy ) 直 楼 求 出 ,然后 

理 傅 次 顷 报 出 长, 攻 ， 利 关 ， 可 以 看 刘 , 这 格式 等 一 步 逢 4 次 订 算 图 数 值 六 
外 3.3 描 述 了 经 岂 Range - Kutta 方法 的 计算 流程 ， 





站 和 0 十 丰 













天 1 后 站 2 区) 下 FT 呈 1 + 去 天) 


KE Jot+ 二 00+ 号 所) Kentkookhg | 






攻 后 JmT 委 ( 乓 1 十 2 天 3 二 2 天 十 下 







开拓 片 十 ] 
如 和 和 全 





回 33 四 阶 经 红 Rumnge-Kuta 方法 的 计算 流程 
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例 4 取 步 氏 H1=0.2. 从 过 =0 直 到 =1 用 四 阶 经 典 Runge- Kututa 格式 
(19) 求 解 初 值 问题 (4)， 


解 这 里 四 阶 经 典 格 式 (19) 中 KK: ,Ri ,KR 的 具体 形式 是 


] 
基 一 二 一 各 
vi 

7 

人 及 一 外 培 沁 一 人 

YY 全 大 ， 

志 让 书 人 

氏 ; 三 V， | 并 

二 5 和 下， 

了 

K> 请 六 天 : T HR 民 、， 


表 3.4 记录 了 计算 结果 .其 中 Y(z,) 仍 表示 准确 解 . 
表 3.4 








人 














1 .183 2 


1 .341 6 














1.483 2 


比较 例 + 与 例 2 的 计算 结果 .显然 经 典 格 式 的 精度 更 高 .要 注意 ,虽然 经 典 
格式 的 计算 量 较 改 进 的 Euler 格式 大 一 倍 , 但 由 于 这 里 放大 了 步 长 , 造 出 表 3.4 
所 耗费 的 计算 量 几乎 与 表 3.2 相同 ,这 个 例子 又 一 次 显示 了 选择 算法 的 重要 意 
义 ， 





前 述 Runge -Kutta 方法 是 一 类 重要 方法 ,但 这 类 方法 的 每 一 步 需 要 先 预 报 
几 个 点 上 的 斜率 值 ,计算 量 比较 大 .考虑 到 在 计算 w,, 之 前 已 得 出 一 系列 节点 
rr， is 上 的 斜率 值 , 自然 会 问 ,能 否 利用 这 些 " 老 信息 "来 减少 计算 量 呢 ? 
这 就 是 Adams 方法 的 设计 思想 ， 
特别 地 ,Euler 格式 
| 区 三 区 本 起 3 


[yw = 87Czssyw) 
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和 隐 冻 Euler 格式 
| 
| 二 


是 一 防 Adanns 方法 . 


3.3.1 二 阶 Adams 格式 


度 用 sr 1 两 点 的 插 率 值 上 术 平均 生成 区 同 [ri 1 上 的 平均 斜率 ,而 

设 让 如 下 形式 的 闫 分 格式 

| = 同一 AT 

4 

1 
现在 适当 选取 参数 4 ,使 |- 述 格式 睛 有 一 阶 精度 .为 此 考察 其 对 应 的 近似 美 系 
式 , 仍 设 20 =1. 这 里 有 

3f4lscyt0) FL- 0 + (一 1) 


令 对 于 = 准 傅 可 年 汕 4 = 一. ,这 样 设计 出 的 计算 格式 
2 三 了 (3y 一 
税 作 二 阶 显 式 Adamns 焙 式 . 
闫 但 地 ,上 监 几 二 Try, 黄 个 节点 的 斜率 值 与 习 ， 牛 成 区 间 [ rr ， 上 

的 平均 任 率 ,而 使 格式 

一 十 内 [LI 凡 9 十 MA] 

名 = 天 宇 ， 】 

YY 11 一 Ti 4 11 ) 


有 只有 一 阶 精度 ,不 难 定 出 》 = ,从 而 和 二 阶 隐 式 Adams 格式 


Yo 二 有 果 (0 二 yj 
它 足 中 和 新 的 梯形 格式 (8). 
3.3.2 误差 的 事后 估计 


仿 时 改进 的 Euler 格式 构 选 方法 ,可 以 将 显 式 与 隐 趟 两 种 Adams 格式 匹 
了 跑 在 一 起 ,构成 下列 二 防 Adams 预报 校正 系统 ; 


二 上 昌 
质 报 3 
< (20) 


| 三 ,3 
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校 上 。。 光 o( 人 
3 Ta) 

这 种 预报 校正 系统 是 个 疯 步 法 , 它 在 计算 ww 时 不 但 要 出 到 前 一 步 的 信息 
ws 旺 攻 要 用 公 更 前 - 步 的 信息 光 ,内 此 它 不 能 自行 启动 . 在 实际 计算 叶 ， 
可 以 上 先 借 盘 于 革 种 单 步 法 绒 如 其 有 二 和 阶 精 度 的 改进 的 Euler 格式 (137 霸 供 
下 始 仔 ,然后 再 贿 动 上 述 预 报 校 让 系统 逐步 计算 下 去 . 

上 述 预 报 校正 技术 不 仅 能 设计 出 实用 算法 ,而且 还 能 用 二 误 差 的 事后 估计 | 
为 此 再 考察 系统 (20) 中 参 报 与 校正 现 种 格式 





上 旧 本 
疡 ，， 一 Pa 十 (33: Cn 1 ) 


Cn+T ”3 二 分 (9 二 7 
注意 旬 它 们 均 其 有 二 阶 精度 ,进一步 将 它们 加 工 成 有 具有 三 阶 精度 的 计算 桥 式 
昌 三 《一 的 ) 声 | 十 uC + 1 


为 此 和 寺 察 其 对 庶 的 近似 关系 式 


CrossytaJrtL o0513y(rn) yx D]+ 
包 六 [yy， YYCrn]j 
和 不妨 语 sn0a |, 全 对 于 一 蕉 确 成 立 ,可 年 出 色 一 守 ,从 而 有 


1 机 
Jr 一 百 疡 1 二 百 扣 0 
山王 这 里 w ,大 其 在 壮 阶 精 虚 的 "准确 " 值 , 因 而 可 以 用 黄 报 值 与 校正 傅 了 畴 埋 的 
偏差 来 估计 它们 的 误 蒜 : 








3 
1 一 1 一 一 末 (p Cr 
(21) 
_ 工 
| 一 否 ( 记 ， 1 


利 州 误 佐 作为 计算 结果 的 一 种 补偿 有 可 能 改善 精度 , 因 曾 基于 这 种 误 芳 的 
事后 估计 可 以 进步 优化 预报 饺 正 系统 (20). 就 是 说 , 按 式 (21), 包 一斑 (A， 


加 2 tl 1 (rr 本 ) 分 别 可 以 看 作 站 1 与 ci 的 牙 进 值 . 在 校正 值 


ft | 求 出 之 前 ， 自然 用 上 一 步 的 偏差 俏 让 一 赫 代 六 +1 -1 进行 计算 ,这 人 翌 ， 
系统 (20) 可 修改 为 如 下 改进 的 二 阶 adams 预报 校正 系统 : 
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预报 六，=w43039 


赵 进 器 一 丰 1 于 ( 户 一 纪 。 


站 ， 1 有 1] ? 4 站 全 | ) 


【22 ) 
校 下 fi 三 量 | 三 mA 


改进 如 二 1 【TD) 
= 
需要 指出 的 是 . 迹 用 上 述 计 算 方案 时 蓝 用 到 前 面 蝴 此 的 信息 ,ww 
岂 1 和 六- 一 避 :四 此 在 户 动 之 前 必须 先 提 供 开 始 值 站 与 辣 ee 同 Adams 预报 
校正 系统 (20) : 样 , 井 始 值 ww 可 用 改进 的 Euler 格式 49) 来 提供 ,而 请， ci 一般 
令 其 等 于 10. 


3.3.3 实用 的 四 阶 Adams 预报 校正 系统 
运用 于 述 处 开 方 法 ,不 灼 导出 如 王 显 式 与 隐 式 四 阶 Adams 格式 


1 二 员 (55y: 一 S99 +373 3 


19 (23) 
将 两 形 扎 笋 在 :起 , 归 可 牛 成 下 别 四 内 Adams 预报 校正 系统 
质 报 mw 和 (35 和 -5393 137 9 
ra (24 
校正 + 晤 9319 -Si 


3 1 

这 种 四 阶 Adams 预报 校正 系统 是 个 四 政法 , 它 在 计算 六 时 不作 此 用 到 前 … 步 
的 作息 ww ,而 此 区 出 到 更 前 而 二 步 的 信息 关上 此 它 不 能 白 行 
局 动 ,实际 计算 时 ,需要 借助 于 基 种 单 落 法 一 一 譬如 旧 阶 多 典 的 Runge - Kutia 
恪 式 (19) 石 其 提供 开始 值 w ys wa， 

区 3.4 摘 述 了 这 种 算法 的 计算 演 科 . 

例 5 用 四 阶 Adams 项 报 校正 系统 (24) 求 解 初 值 辣 题 (4)》， 

解 ” 皮 步 长 =0.1 ,用 四 阶 Runge 一 Kutta 格式 (19 提供 开 始 值 , 然 后 套用 
四 上 阶 Adams 系统 (24) 逐 步 计 算 . 计算 结 果 见 表 3.5. 雪 中 , 和 分 串 为 预报 值 
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93 












输入 
ny D ， 丰 ， 吕 





用 经 典 帮 式 [19) 提 和 供 开 姑 侍 和 ,入 ， 交 
认 二 2 下 了 二 六 
帮 = 人 了 了 









3 了) 十 由 

加 全] 二 世 13 一 35903771 9 
ef 

共生 J 癌 三 









玉生 Jo 












有 二 M+41 
证 4 
了 后 用 帮 = 才 23 






所 3.4 四 阶 Adarmx 预报 校正 系统 的 计算 流程 


了 术 止 值 ,同时 到 出 了 准确 值 yzr 以 显示 计算 结 玉 的 精度 . 
表 3.5 





10000 
0 .1 1.0954 1.095 4 
目 . 2 1.183 2 ; 1 183 2 
0.3 1.264 9 1.264 
0.4 1.341 5 1.3415 1.3415 
t.5 1.464 1 1.414 2 
0.6 1 .483 3 .4832 
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续 表 
让 | W W 人 人 
| 1.549 2 1.s49 2 
0) .8 1.012 4 1.612 4 区 人 区 如 
0 1.673 3 1.673 3 1.673 3 
1.73210 1.73210 1.732 1 











仿照 二 阶 Adams 格式 的 处 理 方法 估计 系统 (24) 中 预报 值 六 ， 与 校 赴 值 
5 ， 的 误差 .为 此 ,考察 如 下 形式 的 5 阶 格式 


并 于 放下 一 全 不 起 二 CH 


不 难 定 出 
过 六 
0 
从 而 有 误差 估计 式 
2351 
3 用 古 364 生计 总 
19 ee / 
re 《nil 570(4 加 ， 1 一 人 


利用 这 一 误差 估计 式 修改 四 阶 Adans 预报 校正 系统 (24) , 即 可 导出 下 列 改 进 的 
四 阶 Adams 预报 校正 系统 : 


预报 = 声 寺 部 (55 3 


改进 ”到 ,,i 三 轧 , Ni 5 ER 


ji 二 (TY 
ae | ee 
校正 己 必 三 允 5 本 (9 广 4 0 


19 
2 1 5 二 


W， 导 三 省 CR ) 





| 3.4.1 收敛 性 问题 


前 面 已 看 到 ,差分 方法 的 设计 思想 是 ,通过 离散 化 手续 将 微分 方 程 化 归 为 差 
分 方程 (代数 方程 ) 来 求解 . 这 种 转化 是 否 合适 ,要 看 差分 方程 的 解 w 当 / -> 人 | 时 
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是 否 收 仇 到 给 分 产程 的 准确 解 yz )， 
定义 2 对 于 性 给 r, = ro+ 呈 , 奶 果 数 值 艇 六 当天 一 0( 问 时 盖 oo)? 时 起 
向 十 准 箭 解 *(r。) ,出 称 该 关 分 方法 是 收 伍 的 . 
收 和 化 性 问题 比较 复杂 .为 解 释 收 伍 性 的 含义 ,这 蛙 促 考察 下 列 模 恩 问题 
[3 一 Ay， 六 < 雪 站 


15(0) = 
这 个 问题 有 礁 确 解 
?= 30e” 
先 考 罕 Euler 格式 的 收 敏 性 .问题 (26)? 的 Euler 格式 具 布 形 忒 
3 三 【十 六 7) 《27 ) 
从 而 数 短 解 
3 二 《二 有 0 
LO 向着] 
= 革 [LT 和 ) 关 和 
内 之 当 一 站 时 
ee] 
可 昂 问 题 (26) 的 Euler 格式 征收 伍 的 . 
再 考察 隐 式 Euler 格式 .向 题 (26) 的 隐 式 Euler 格式 为 
3 二 二 [28 ) 
这 时 右 
了 
1 
从 而 数值 解 








着 
加 了 山 1 -由 
or 


这 时 轨 -0 时 仍然 有 w 一 Y(zs) ,因而 问题 (26) 的 由 式 Euler 格式 同样 是 收 笋 
的 . 


| 3.4.2 稳定 性 问题 


人 前面 大 于 收 化 性 的 讨论 有 个 前 提 , 必 须 假 定 差分 方法 的 每 - 步 计算 都 十 准 
丧 的 .实际 情 撕 并 不 是 这 样 ,差分 方程 的 求解 还 会 有 计算 误差 , 璧 如 由 于 数字 从 
和 人 而 引起 的 急 吉 .这 类 抗 动 在 传 播 过 程 中 会 厅 会 吕 性 首长 ,以 至 于 "淹没 "了 状 分 
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方程 的 * 真 解 " 呢 ? 这 就 是 差分 方法 的 稳定 性 问题 ， 
在 实际 计算 时 ,人 们 和 希 户 某 一 步 所 产生 的 扰动 值 在 后 面 的 计算 中 能 够 钙 抑 
制 ,其 至 是 乏 步 衰减 的 .具体 地 说 ; 
定义 3 如 果 一 种 羌 分 方法 在 节点 值 w 上 大 小 为 8 的 扰动 ,导致 以 后 符 贡 
点 值 v (六 >> 帮 上 产生 的 偏差 均 不 超过 3 , 则 称 该 方法 是 稳定 的 ， 
下 针对 问题 (26) 考 察 Euler 格式 的 稳定 性 . 设 在 节点 值 wv 上 有 一 扰动 值 纪 ， 
它 的 传播 使 节点 值 \ ,, 上 产生 大 小 为 s 的 扰动 值 , 假 设 Euler 格式 (27) 的 讨 
算 过 程 不 再 引进 新 的 误差 , 则 扰动 值 满足 
攻关 
可 见 扰动 值 满足 原来 的 差分 方程 (27). 这 样 , 如 果 原 差分 方程 的 解 是 不 增长 的 ， 
即 有 
| 六 | 委 | 
这 时 就 能 保证 格式 的 稳定 性 . 
显然 ,为 要 保证 差分 方程 (27) 的 解 不 增长 ,必须 选取 尹 充 分 小 ,使 
11+ AI 委 和 1 
这 表明 Euler 格式 是 条 件 稳 定 的 .上 述 稳定 性 条 件 亦 可 表 为 


办 过 于 
再 考察 隐 式 Euler 格式 (28) ,由 于 ， <10, 这 时 恒 成 立 
] 
1 一 中 s] 


从 而 总 有 1w ,| 科 |y,| ,这 说 明 隐 式 Euler 格式 是 恒 稳 定 (无 条 件 稳定 ) 的 . 





| 3.5.1 一 阶 方程 组 


前 面 研究 了 单个 方程 v = 了 的 差分 方法 ,只 要 把 y 和 /理解 为 向 量 ,所 提供 
的 各 种 算法 即 可 推广 应 用 到 一 阶 方程 组 的 情形 . 
壁 如 ,对 于 方程 组 
fy = SEE) EDE= 
| 关 二 (2 
让 进 节 塌 z 三 加 十 :7 元 三 1 2 区 和 3 有 表示 节点 二 上 的 近似 解 , 则 其 改进 
的 Euler 格 式 具 有 形式 : 





3.5 方程 组 与 高 阶 方程 的 情形 9 


预报 二 二 ， 


1 二 2 = ) 








二 


校 站 六 Cr 二 Ya11 ,el 
和 


必 一 = 十 - 


11 县 习 - 


而 其 启 阶 RonRe 一 Kane 全。 妨 纵 典 格式 ?而 为 
= + 下 (K， +2K 玫 ,12 攻 ,二 其) 


让 人 | 





) {291 
|-. 二 之， 6 十 327 :十 2 十 了 1) 
式 中 
天 
二 | 四 下 二 ] 
1 攻 
-| 外 
了 本 3 + 拓 ， = 
， (30) 
兵 = 二 7 
， 2 1 + 


开 ; = 六 yu 十 放下 > 1 

于 ;二 亲人 y 二 直下 
这 申 四 阶 Ronge… Kautta 格式 依然 是 -- 步 法 , 利 州 竹 局 但 ws, 按 式 (30) 旺 序 计 
算 开工 居然 后 代 人 式 (29) 即 可 求 得 节点 傅 


一 


二 41， 


| 3.5.2 化 高 阶 方程 为 一 阶 方程 组 


关 十 沿 阶 微分 方程 (或 方程 组 ) 的 祈 值 问题 , 启 则 上 总 可 以 归 寻 为 一 阶 方程 
组 来 求解 . 辟 旭 ,对 于 下 列 二 阶 方程 的 初 值 问题 : 
四 
weDJ=，YCz= 所 
各 引进 新 的 变 芋 *=w 即 可 化 归 为 一 阶 方 种 组 的 补 值 问题 


| 一 > 和 ) 
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针对 这 个 问题 应 用 四 阶 Runge 一 Kutta 格式 (29) 有 


[全 全 让 十 下 


和 
按 式 (30) .有 
臣 ， 孝 [三 六 由 起 
古 二 下 当下， /站 中 号 十 至 区 se 二 和 | 
下 三 交 5 二 二 一 放 [ 交 : 寺 天 4 上 了 


民 三 区 十 几 屿 > 开光 ) 
消去 人, ,K;,K,,K, ,上 述 格式 化 简 为 





无 芝 
二 上 办 过 才 本 二 本 
和 + 2 ，+2 
二 得 (十 下 2 二 


式 中 





在 具体 求解 微分 方程 时 ,必须 附加 某 种 定 解 条 件 .微分 方程 和 定 解 条 件 一 起 
组 成 定 解 问题 . 对 高 阶 常 微分 方程 , 定 解 条 件 通 常 有 两 种 给 法 :一 种 是 给 出 积分 
曲线 在 初始 时 刻 的 性 态 , 这 类 条 件 称 初始 条 件 ,相应 的 定 解 问题 就 是 前 面 已 讨论 
过 的 初 值 问题 ; 另 一 种 是 给 出 了 积分 曲线 首 末 两 端的 性 态 ,这 类 定 解 条 件 称 边 界 
条 件 ,相应 的 定 解 问题 称 为 边 值 问题 . 
譬如 ,考察 下 列 二 阶 线性 方程 的 边 值 问 题 : 
|> + 方 (rr) Tuz)y=FZz)， ww<<0 si 
ya)=a，y(D)= 有 
为 要 应 用 差分 法 ,关键 在 于 恰当 地 选取 差 商 通 近 微分 方程 中 的 导数 项 , 令 


小 半 99 





是 十 下 和 
2 户 


3 下 一 2342 Tt 下 ) 
下 


设 将 求解 区 间 [a ,站 划分 为 N 等 分 , 步 长 站 = 二 ,节点 了 = + 1， 二 三 如， 


AN 用土 向 替代 相应 的 尝 数 ,可 将 边 值 问 题 (431) 离 散 化 , 溯 出 下 询 差 分 方程 
组 


Ts 


人 (人 ) =z 立 








1 一 二 1 一 
| 二 村 “二 和 | = 一 2 
|， = 9， omw 一 站 
式 中 请 ,9 sr 的 下 标 半 表 具 在 节 名 工 处 取 值 . 代 上 画 的 式 子 毕 消 去 已 知 的 轴 


和 yw ,可 刺 理 得 到 关于 w 的 下 列 方程 组 
【一 2+ 站 JU + [ 可 记 | j> 三 让 站 一 ( } 


(了 1 十 一 之 + 下 人) 十 (+ 和 一 而 ， 


了 一 了 ,3 


【32 1 


1 二 名 jw 上 { 一 了 1 和 1 3 | 一 下 w- 1 -人 | ,8 


2 = 对 凶 型 的 ,求解 这 美方 程 组 可 用 追赶 法 (参看 第 羡 章 
全 ， 





小 结 


微分 方程 是 个 连续 的 计算 模型 , 它 要 求 给 出 冰 数 形 忒 的 解 (zj 并 且 方 程 
中 盒 有 极限 化 的 导数 项 (xz), 因 此 用 计算 机 处 理 这 类 问题 上 须 将 计算 模型 离 
散 化 ， 

为 此 ,首先 在 解 (7r) 表 让 为 数据 表 ( 人 ra=0.1,2， 的 形式 ,从 而 衬 
分 析 问 题 化 归 为 决定 参数 值 % 的 代数 问题 .问题 在 于 所 归结 出 的 代数 问题 的 规 
模 往 往 很 大 .对 于 常 微分 方程 的 初 值 问题 ,可 以 采取 "逐步 推进 "的 求解 方式 上 序 
计算 mw -iron 入 样 ,每 一 计算 步 只 要 求 出 一 个 近似 情 + 这 
就 大 失地 销 溅 了 计算 模型 的 规模 . 

差分 格式 分 显 式 与 隐 式 两 大 类 ,它们 各 有 所 长 . 显 式 格式 计算 量 小 ,但 稳定 
性 差 . 与 此 相反 , 隐 式 格式 的 稳定 性 强 , 但 计算 困难 .在 差分 证 法 设计 时 ,预报 较 
正 技术 综合 了 显 式 与 隐 式 两 种 格式 的 优 芝 ， 
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头 分 格式 的 设计 筷 求 高 精度 .用 低 阶 格式 生成 高 阶 焰 式 , 一 个 有 效 的 过 径 是 
运用 挫 弛 技 术 . 

总 之 ,缩减 技术 , 核 正 技术 与 松 继 技 术 , 筑 法 度 计 的 莹 本 岳 术 对 差分 方法 的 
设计 同样 有 指导 意义 ， 

最 后 再 概括 差分 方法 的 设计 思想 .求解 党 微分 方程 的 初 值 问题 Y = 

7 yinol= nm， 是 要 村 二 个 面 sr 它 满 是 所 大 方程 即 恒 成 立 
yz 六 wz, 且 在 点 .如 取 给 定 初 值 yo， 从 数学 分 析 的 角度 求解 这 个 间 
题 往 往 是 困难 的 .差分 方法 将 这 个 分析 问题 转化 为 计算 离 获 利 1y,| 的 代数 问题 ， 
而 依据 所 获得 的 一 系列 离散 倩 w ,通过 揪 值 带 近 方法 , 客 易 构造 出 yfr) 的 革 个 
近似 表达 式 ( 和 参看 第 一 章 ),. 可 以 用 图 刻画 这 一 处 理 过 程 . 
1 _ 上 | 上) 
9 莫 苍 考 法 


1 一 > =0,1,2，… 
| Crny 一 3 【离散 化 } 中 




















已 给 


号 


| 
。 < 手记 时 所 
人 < =Ui2， 


题解 3.1 Adams 格式 的 设计 





























提要 Adams 格式 的 设计 基于 代数 精度 药 概 念 , 其 具体 设计 方法 有 两 条 可 
供 选 择 的 途径 :直接 化 归 为 求解 线性 方程 组 ,或 者 同 避 求 解 方程 组 , 运 几 松 弛 技 
术 从 低 阶 到 高 阶 逐 步 牛 成 . 

运用 松弛 技术 逐 步 生 成 各 阶 Adams 格式 ,其 大 工 过 程 姑 下 所 示 : 





- 阶 Adarns 格式 一 阶 adars 烙 式 - 阶 点 dams 格式 








人 二 it 二 了 (全 ] 了 二 本 1 
_ 1 _ 1 
人 一 341 一 李 全 区 1 0 
7 


， 
和 二 十 用 wy 1 











其 中 符号 的 具体 会 义 古 
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2 Fe wj) 十 tb 有 


要 的 5 


下 列 各 题 将 逐步 证 明 这 一 事实 . 
一 题 1 利用 交 ,w -设计 差分 格式 


民 立 3 人 1 二 儿 十 真 (An 十 铬 3 
人 | 解 令 =0, 六 =1, 考 察 其 对 应 的 近似 关系 式 
题 ， y(i)ssyf0)+auy (0O+A3 -1 
民 个 它 对 于 y= 1 自然 准确 , 令 对 于 y= x*,y= zx: 准 稀 成 立 , 可 列 出 方程 组 
1 十 由 一 荆 
人 
撕 此 定 出 
= 斑 ， 和 = -于 
从 而 所 划 设 计 的 差分 格式 为 
3 + (33 -3 1 


它 是 二 阶 显 式 Adams 格式 . 
题 2 利用 机 种 Euler 格式 


1 二 Ju 十 用 3 
了 +T,2 二 其 十 卢 y 1 


民 可 松弛 生成 高 精度 的 差分 格式 
也 技 1 二 (一 外) 十 yila 
解 由 于 Euier 格 式 风 与 wo 均 有 一 阶 精度 ,不 管 松 怨 因子 mw 如何 选 
择 ,上述 差 分 格式 至 少 有 -- 阶 精度 .考察 所 求 格式 
-一 入 和 二 (一 印 并 加 十 生 人 二 四 (十 有 
二 所 对 应 的 近似 关系 式 
和 yz 一 oO)+ay (一 1 


令 对 于 = z 准 确 成 立 , 则 可 列 出 方程 
一 2ow=] 
从 而 有 w = - 于 ,这样 设计 出 的 盖 分 格式 


| 
n+1l 1 本 


共有 形式 





Lv 
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下 。 了 
-+ 一 人 十 本 《33 -1 】 


它 焉 是 题 1 设计 出 药 二 阶 显 式 Adams 格式 . 
题 3 利用 3 个 斜率 信息 wo 1 设计 兰 分 格式 
3 眼 ( 131 十 3 十 hj 11) 


解 ”考察 其 对 应 的 近似 关系 式 


(seyg0)+TATTILTAO7 EAI 


它 对 于 y= 工 让 然 准 确 , 令 对 十 >= rz 淮 确 成 立 , 林 列 出 方程 组 
11+An+Al=1 


1 
现 1 一 4 二 
] 
3 





5 
的 
从 而 设计 出 三 阶 隐 式 Adams 格式 


必 昌 昌 
Ya 1 一 隐 ， 1 五 (53， 十 负 3。 本 


局 | 一 


题 4 利用 一 阶 隐 式 Adams 格式 (梯形 格式 ) 
3 二 光 1 邱 ( 史 ， + 3 


与 二 阶 显 式 Adams 履 忒 ( 见 题 1) 
ya 
松弛 生成 更 高 精度 的 差分 格式 
9 + 一 ( 加 侣 了 3 11.1 十 动 1 [2 


解 ”所 求 格式 对 应 的 近似 关系 式 为 
[CD+yY (0 1 旦 [3y(0) YY( 0D] 





Ts 


令 对 于 y= 习 准 确 成 立即 定 出 w -= ,从 而 有 


再 六 六 闻 
一 + 153 十 名 3， 一 吧 1 


据 此 同伴 设计 出 三 阶 隐 式 Adams 格式 ( 试 与 愿 3 相 比 较 ). 
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题解 3,2 线性 多 步 法 


提要 ”在 差分 方法 恶 步 推 进 的 求解 过 程 中 ,计算 w ., 之 前 事实 上 已 经 求 出 
了 一 系列 近似 值 w ,ys ia 如 果 充 分 利用 前 面 多 步 的 信息 来 计算 
1 则 可 以 期 望 以 较 小 的 代价 获得 较 高 的 精度 ,这 就 是 线性 密 上 法 的 设计 思 
起. 前 蕊 介绍 过 的 Adams 方法 是 一 类 特 珠 的 线性 多 步 法 . 

线性 多 步 格式 的 设计 方法 依然 是 , 某 十 代数 精度 的 概念 ,将 问题 央 结 为 求解 
革 个 线性 方程 组 ， 

题 1 设计 下 列 形 式 的 益 分 格式 

3 十 二 
解 今 2 二 0 下 =1, 考 察 对 应 的 近似 关系 式 
3DsSay(01 (TDHey De (=-1) 

注意 到 式 中 售 有 4 个 待定 参数 , 令 它 对 于 ys zs 准 铺 成 立 ， 可 列 出 方程 
纠 


Je+ne=1l 
-了 + 十 巢 一 上 

D -2d=1 

一 六 二 3o=1 
解 之 得 

2 二 一 4, 下 =S，ce=4,， 吕 = 
这 样 设 计 出 的 差分 格式 是 
3 二 4 12A 人 (23 二 1 

亡 有 三 阶 精 虚 . 





题 2 区 定 参数 a 的 值 , 合 下 列 格式 有 4 阶 精度 ， 
3 了 (3 go 3 TD) 
解 令 2=0,8-1, 考 察 其 对 应 的 近似 关系 式 
YLJsseyt0) 一 yy 1 +AC-231 了 (3 cy (07+y7 一 1] 
为 保证 所 要 设计 的 格式 有 4 阶 精度 , 令 它 对 于 y= 1,zyz2yza zs 淮 确 成 立 可 
此 列 出 的 方程 可 唯一 地 定 出 e = -9, 从 而 所 求 的 4 阶 格 趟 为 
6 
题 3 设计 下 列 形 式 的 差分 桥 式 ， 


rt 二 3 1 2 下 (An 二 1 二 ha 3 上 
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解 令 m=05=1;, 考 察 其 对 应 的 近似 关系 式 
(USD)+2Laow 3 0+Ao tt 1 
它 对 于 v= 工 自然 准确 . 令 它 对 于 y= ez 淮 确 成 立 ,可 询 册 方程 组 
站 +A+tha=l 


ju -= 
1 
14n 十 和 二 了 
据 此 定 出 
，_ 工 了 2 
4 一 处 一 百 ， 4 
这 样 强 计 出 的 差分 属 蕊 


崩 ， ， ， ， 
1 一 1 十 可 (3wna 十 于 3 十 yo 


称 作 Simpson 格式 , 它 是 个 隐 式 格式 ,实际 上 石 4 阶 精度 

题 4 设计 和 下列 形 式 的 差分 格式 ; 

和 1 二 
解 令 ，=108=1L, 考 察 其 对 应 的 近 估 关系 式 
SCIJssC 一 3 TAOT+AT IT)T+TAYT 2) 

蕊 对 于 =1 显 然 准确 . 令 对 于 v= roz2z 准确 成 立 , 可 列 出 太 程 组 
A++ 一 1 
， +2). =1 





罗 


了 


据 些 定 出 
2 1 2? 
45 二 可 ， 由 | ， 4 二 3 
这 样 度 计 出 的 差分 格式 
寸 ， ， ， 。 
.wy 1 二 人 3 十 本 【23， 1 十 了， 了 】 


称 作 Miine 格式 . 它 是 个 开 冻 格式 ,实际 上 有 十 阶 精度 . 
题 5 说 计 下 列 形 式 的 疼 分 格式 
3 二 (no 十 和 3 十 3: 3 1) 


解 今 它 允 于 y=1zr 32:r, 淮 确 成 立 , 可 列 册 方 程 组 
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本 
效 
加 





An 1 

-2 +iu+h+ =1 
451 二 204 一) 一 | 
-3 TAU] 
167 十 4 = 





据 此 年 出 


这 样 设 计 出 的 差分 柳 臣 
CT 半 (9y 二 这 (0 十 之 3 一 3 1 
称 作 ilamaniing 格式 . 它 是 聊 式 的 ,有 4 阶 精 庶 . 


习 题 三 


1. 到 出 求解 下 列 韧 熙 抽 题 的 Ruler 格式 : 
(人 40 二 1, 取 天 =0.2， 


【2) Y = 人 ) 一 全 (LS12)y(1) 1 , 取 天 -0.1， 
2. 用 Euler 格式 求解 初 情 问 题 y -ar+psyfg) = 让 
(1 二 导 当 近世 解 % 的 台式 表达 式 ， 
2) 证 明 贡 体 截断 误 蔡 为 
3 一 一 林 ah 
3, 证 明 改 进 的 Puler 格式 能 准确 地 求解 切 值 问题 ， 一 ar 6,ytU) 0 
4 访 计 二 刻 眠 步 格式 使 其 精度 尽 可 能 地 高 
1 
5. 用 梯形 格式 求解 初 值 问题 ， my-0.y(0)=1 上 .试验 证 其 近似 解 月 显 式 表达 式 
(| 
并 证 盎 当 六 - 光 时 加 收 伍 到 原 志 人 导 问 题 的 精确 解 ee 
6. 用 改进 的 Euler 桥 式 求解 上 上 述 题 $， 
7. 二 设计 差分 桥 趟 
1 一 十 用 人 十 1 1 
8、， 试 设计 差分 格式 


人 
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3. 试 说 计 盖 分 格式 


ws=tl 63 to- 1 生 
证 明 半 卫 夭 -上 时 方法 为 一 阶 , 而 半 8= 开 时 则 为 三 阶 ， 
10. 试 列 出 求 鲜 初 值 判 题 
atteaeaa， af0 = 六 
- 


日 全 
33 一 总 2 3 十 在 az as 2 一 JJ 


[让 ] 3 十 【3 六 十 3 1 | 





的 改进 的 Fuler 格式 . 


万 程 来 根 


许多 数学 和 物理 问题 归结 为 解 函 数 方程 ALz)=0. 方 程 FLz)=0 的 解 称 作 
它 的 根 .本 章 仅 限于 考察 实 根 ， 

对 于 非 线性 方程 ,在 某 个 范围 内 往往 有 不 止 一 个 根 ,而 且 根 的 分 布 情况 可 能 
很 复杂 . 面 对 这 种 情况 ,通常 先 将 所 考察 的 范围 划分 成 若干 子 段 ,然后 判断 哪些 
了 段 内 有 根 . 这 项 手续 称 作 根 的 隔离 . 

将 所 求 的 根 隔离 开 来 以 后 ,再 在 有 根子 段 内 找 出 满足 精度 要 求 的 近似 根 . 为 


此 适当 选取 有 根子 段 内 某 一 点 作为 根 的 初始 近似 ,然后 运用 选 代 方 法 使 之 逐步 
确 化 . 


本 章 着 重 介绍 方程 求 根 的 大 代 法 . 





| 4.1.1 根 的 逐步 搜索 


次 先进 行 根 的 隔离 , 即 在 给 定 区 间 [w ,0 内 判定 根 的 大 致 分 布 .为 此 从 区 间 
的 左 端点 过 =a 出 发 , 按 某 个 预定 的 步 长 4 一 步 一 步 地 问 右 跨 ,每 跨 一 步 进 行 一 
次 根 的 搜索 . 即 检查 每 一 步 的 起 点 z, 和 终点 rn 二 广 的 国 数 值 是 否 同 号 , 如 果 发 
现 1 与 FPCzy +) 非 同 号 , 即 成 立 
8 
那么 即 可 找 出 一 个 压缩 了 的 有 根 区 间 [zoyzo+ 
例 1 考察 方程 
动 王 关 一 环 = 
注意 到 F(0)<0, FUt+ee)>0, 知 F(z)=0 至 少 有 一 个 正 的 实 根 ， 
设 从 工 =0 出 发 , 取 太 =0.5 为 步 长 向 右 进行 根 的 搜索 .列表 记录 各 个 节点 
上 上 函数 值 的 符号 ( 表 4.1) ,发 现在 区 间 [1.0,1.5] 内 必 有 实 根 . 
表 4.1 














Fcz) 的 符号 


在 具体 运用 上 述 逐 步 搜索 方法 时 , 步 长 上 的 选择 是 个 关键 .很 明显 ,只 要 步 
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长 中 充分 小 ,运用 这 种 方法 通 币 可 以 将 所 米 的 根 隙 离开 米 ,其 至 可 以 获得 满 是 
精度 要 求 的 近似 根 .不 过 当下 缩小 时 ,所 要 搜索 的 步 数 相应 增多 ,从 面 使 计算 量 
增 太 .因此 ,如 漆 精 度 要 求 比 较 商 , 单 腊 这 种 逐步 搜索 方法 是 不 切实 际 的 . 

现在 运用 二 分 技术 加 带 根 的 搜索 过 程 . 


| 4.1.2 根 的 二 分 搜索 


假定 函数 Fr) 在 Ia ,5] 上 连续 ,月 faj fo)<0, 根 据 连 续 函 数 的 性 质 ， 
方程 fr)=0 在 [ep 内 一 定 有 实 根 ,这 里 假定 它 在 [La ,8] 内 有 了 唯 -- 的 单 实 根 
考察 有 根 多 间 ,a ,6 , 取 其 中 点 rm = (e+p)i2 将 它 划分 为 两 半 ,然后 进行 
根 的 搜索 . 即 检查 六 rp) 与 六 aa) 是 否 同 号 :如 果 确 系 同 号 ,说 明 所 求 的 根 r 在 
2n 的 右 侧 ,这 时 仿 on ,5 否则 区 在 2 的 左 侧 ,这 时 仿 如 1 二 日 ， 帮 | 
xi 参看 几 4.1). 不管 出 乾 哪 一 种 情形 ,新 的 有 根 区 间 [cy, 刀 1 的 氏 度 公 为 
[a 加] 的.- 半 , 这 是 一 种 规模 减 半 的 如 工 手续 











图 4.1 有 棚 区 间 的 ”分 于 续 


对 压缩 了 的 有 根 区 间 [ai ,继续 施行 上 述 二 分 手续 , 即 用 中 点  = (ert+ 
6 将 区 疝 [a 六] 青 划 分 为 两 壮 , 然 后 羯 定 所 求 的 要 六 在 的 哪 一 侧 , 从 
而 又 确定 一 个 新 的 有 根 区 加 [us ,2 1 此 长 度 是 [5 ,5 ] 的 一 半 ， 

如此 皮 复 二 分 下 去 , 即 可 得 出 一 系列 有 根 区 问 

[ae ;11 了 [ct] 写 … 
其 中 竺 个 区 问 长 度 部 姨 前 一 区 则 长 度 的 -下 ,因此 二 分 次 后 有 根 区 间 
[Les :的 长 度 


工 


远 ( 帮 一 后 ] 


上 一 如， 一 


可 见 ,如果 二 分 过 程 无 限 地 继续 下 去 ,这 些 有 根 区 间 最 终 必 收敛 十 一 点 r” ,该 
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扎 昂 然 就 是 所 求 的 根 . 
不 过 在 实际 计算 时 .我 们 不 可 能 完成 这 个 无限 过 程 . 兵 实 也 没有 这 种 必要 ， 
因为 实际 计算 的 结果 允许 人 带 有 有 一 定 的 误差 .出 于 一 分 二 + 工 次 后 


。 -二 
[rr - Te 一 丰 | 


只 要 丰 根 区 间 [a ,总 ,的 长 度 小 于 ,那么 结果 因 关于 允许 误 凑 ge 就 能 * 淮 
确 " 地 满足 方 各 fr) = 
例 2 求 方程 
Ac 1L= 
在 区 间 11 ,5] 内 的 宰 根 > ,要求 准确 到 小 数 点 后 的 第 2 位 ， 

解 几 二 分 法 ,这 时 ea -4.8=1.s, 且 站 ac<@ 首先 取 区 闻 ， ap 的 中 点 
=I.25 将 区 问 二 等 分 .由 于 Frzo)<0, 即 上 5 Fe) 同 号 , 故 所 求 根 必 在 
51 的 石 制 ,这 时 应 令 ol 一 cn ,23 , 束 三 态 == 1.5 ,而 得 钊 新 的 有 要 区 疗 1a， ,二 
( 抑 表 4.2) 

亲 区 间 1a bi] 再 用 中 点 rm 1.375 二 分 ,并 进行 根 的 搜索 .二 分 过 程 无 需 
繁 途 .值得 指出 的 是, 这 时 .六 xz 门 仍 然 上 只 要 同 Fe) 比较 符 导 ,因为 ra ) 与 
.ea) 不 可 能 是 蜡 号 ( 按 假 定 [u ,5] 内 公有 - 根 , 下 面 给 出 的 算法 也 仪 仅 适用 于 
这 种 情况) . 

如 此 皮 昌 二 分 上 去 .现在 天 个 所 要 一 分 的 次 数 . 按 误 监 估计 式 


| 0 一 不】 
只 艺 二 分 丘 次 , 便 能 达到 所 机 的 精度 
1 ”| 雪 0.005 
上述 一 分 法 的 计算 姥 果 如 大 4.2 所 二 . 
表 4.2 


< 
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算法 4.1( -分 法 ) 
步 1 从 所 给 区 间 [a ,六 着 于 二 分 . 令 os-a 5 <. 

步 2 取 夏 彬 区 闻 [La ,2 的 中 点 工作 为 近似 根 ， 

步 3 通过 根 的 搜索 确定 二 分 后 新 的 有 根 区 间 [a , 记 ]. 

步 4 检查 近 亿 根 > 是 否 满足 精度 要 求 : 若 不 满足 转 步 2 继续 一 分 ; 兰 | 
| 清 足 精度 则 输出 结果 ~ 及 相应 的 函数 值 (> ) 











的 
图 4.2 刻本 了 一 分 法 的 计算 流程 .图 中 ,ui , 刀 表 从 有 根 区 间 的 左右 端点 ,7 
点 示 近 似 根 ， 






81- 二 吕 隔 << 昌 
臣 过 .所 9 












和 < 生 (31+ 二 | 1 
了 < 











图 4.2 一 分 靶 的 计算 流程 


4.2 和 迭代 过 程 的 收敛 性 111 








对 于 复杂 方程 f(z) =0, 具 体 求 根 通常 分 两 步 走 : 先 用 适当 方法 (譬如 用 根 
的 搜索 方法 , 见 4.1 节 ) 获 得 根 的 某 个 初始 近似 值 zx, ,然后 再 反复 欠 代 ,将 vv 逐 
步 加 工 成 一 系列 近似 根 ri ,zi,…, 直 到 足够 精确 为 止 . 


4.2.1 迭代 法 的 设计 思想 四 





友 代 法 是 一 类 重要 的 和 逐次 通 近 方法 .这 种 方法 用 某 个 固定 公式 反复 校正 根 
的 近似 值 ,使 之 逐步 精确 化 ,最 后 得 出 满足 精度 要 求 的 结果 ， 
例 3 用 和 迭代 法 求 方程 
1 一 天 一 人 三 人 (1) 
在 必 =1.5 附近 的 一 个 根 . 
解 ” 没 将 方程 (1) 改 写成 下 列 形 式 
二 = VT+] (2) 
用 所 给 初始 近似 z=1.5 代 人 式 (2) 的 右 端 ,得 到 
zi=Vzu+LI=1.357 21 
计算 结果 表明 根 zx 的 精度 不 高 .如 果 改 用 zi 作为 近似 值 再 代入 式 (2) 的 右 端 ， 
又 得 
=Vzi+TI=1.330 86 
由 于 心 与 二 的 偏差 依然 不 可 忽略 ,再 取 重复 上 述 步骤 .如 此 继续 下 去 ,这 种 
逐步 校正 的 过 程 称 作 友 代 过 程 , 这 里 迭代 公式 为 
雪 二 炒 南 忆 直 ， 是 二 9 2 总 (3) 
表 4.3 记录 了 各 步 欠 代 的 计算 结果 ,可 以 看 到 ,如 果 仅 取 6 位 有 效 数 字 , 那 
么 迭代 值 xz 与 7 相 同 , 这 时 继续 迭代 已 失去 意义 ,从 而 得 出 所 求 的 根 为 
w324 
表 4.3 













1 人 








党 1.324 76 
] 357 2 1.324 73 
2 1.330 86 1.324 72 
3 1.325 88 1 .324 72 
1.324 94 
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再 考察 一 般 情 形 . 方 称 乒 了 =0 的 或 根 之 所 以 困难 , 症 半 所 在 是 由 于 它 是 
孙武 的 .问题 在 于 如 何 将 隐 式 方程 显 式 化 ,为 此 将 方程 六 xzr)=0O 枚 与 成 
们 二 区 (4) 
的 形式 ,这 个 方 称 的 左 端 仅 为 蛮 苑 , 它 其 有 显 式 的 外 表 , 但 其 有 端 仍 含有 未 知 
的 工 , 由 而 其 本 质 依 然 是 巾 式 的 .如 何 将 " 形 显 实 隐 "的 灌 式 (4) 真 止 地 显 式 化 呢 ? 
显 式 化 是 个 逐步 化 归 的 和 过程. 如 果 给 出 根 的 某 个 近似 利 二 ,将 它 代 大 式 人 ) 
的 右 靖 , 刚 它 立即 营 成 星 世 的 : 
多 Le 
这 样 ,从 竹 定 的 初 值 出 发 , 按 
1 (5】 
芭 揽 有 进 行星 式 计 算 , 即 可 生成 -个 序列 cry，… 如 果 这 个 数列 有 概 限 , 列 称 
闪 代 过 程 45) 是 收 总 的 ,而 氢 赋 值 














二 ”二 lim 
显然 就 是 方程 ofr) 即 六 rs=0 的 根 . 
这 就 是 求解 函数 方程 的 迁 代 法 .这 种 方法 依据 某 沾 固定 公式 二， = of )， 
上 =0,1,2,… 壹 步 加 上 所 给 初 值 > ,结果 生成 根 的 近似 萌 序列 ri ,r; ,…. 这 里 
曙 数 pz) 称 选 代 范 数 . 
迁 代 法 是 再 有 效 ,关键 在 村 确保 其 收 敏 姓 . 问 题 在 于 , 选 代 范 数 efz ) 沪 怎 
样 设计 才能 保证 选 代 过 程 收 敏 呢 ? 


4.2.2 线性 和 迭代 的 启示 


为 使 夺 代 法 布 获 ,必须 保证 它 的 收 委 性 .一 个 发 散 ( 即 不 收 敏 ) 的 选 代 过 程 ， 
纵使 进行 千 万 步 适 代 ,其 结果 也 是 毫 无 价值 的 . 
这 平移 考察 还 代 冰 数 gc) 为 线性 国 数 的 简单 情形 ,以 获得 某 种 直观 的 局 
zs ， 
届 oz) 足 如 了 形式 的 线性 丽 数 
er 工 症 0 
岂 考 察 如 下 形式 的 疼 数 方程 





二 
相左 的 迁 代 公式 具 有 形式 
21 二 Tv 十 本 
将 上 面 两 个 式 子 相 减 , 铅 
福王 


式 中 ”是 所 给 方 稳 的 精确 根 , 因 而 关于 迭代 误差 w = 1” 富有 
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er 二 工人 
据 此 反复 递 椎 , 有 
Pi 二 了 (6) 
几 些 可见, 在 线性 选 代 的 情形 ,为 昌 保 证 适 代 过 程 收 敏 , 即 e 一 0, 按 式 (6) 
只 要 保证 迁 代 诬 善 具有, -~ 致 的 压缩 性 , 即 满足 条 任 


| 
| 4.2.3 压缩 映像 原理 


进 谭 考 系 - ` 般 情形 . 设 用 从 代 公 蕊 避 = er) 求 方程 = wetz) 在 区 癌 
[ce ,内 的 一 个 根 r ,六 微 分 中 值 定 理 有 
人 
二 7) 《7) 
式 中 是 2 与 之 问 基 一 点 .和 白 此 得 知 , 如 果 让 在 定数 工 ,0s 基 所 上 使 得 对 于 
任意 ELa ,5 一 致 地 成 订 





| pz 守卫 
则 据 式 (7) 有 
| [8) 
据 此 芭 复 岂 扒 ,对 选 代 误 差 m = rz ” 居 ! 这 里 问 样 丰 
ee 
四 于 0s 工 雯 1 ,因而 00 一 cc), 故 选 代 收 敏 . 
需要 指出 的 是 , 齐 上 凡 述 论证 过 程 中 应 当 保证 一 切 选 代 伸 ,全 落 在 区 间 
[e ,6 内 ,为 此 要 求 对 任意 rE[a 5] 疙 有 
orJcE[a，5] 
内 而 有 下 述 压 缩 映 像 原理 : 
定理 1 设 Y(7) 在 1a,6j 上 其 丰 连续 的 一 阶 导 数 , 且 满足 下 多 晴 项 条 件 ， 
(1) 封闭 性 条 件 对 于 任意 xETa,p 闪 有 名 (FE 
(2) 压缩 性 条 件 ”存在 定数 工 ,0 扫 工 二 1, 使 对 于 任意 rE [up] 一 致 地 成 








[CD (9) 
则 选 代 过 程 + 一 中 (对 于 任 给 初 值 NE , 训 ] 均 收 笋 于 方程 小 二 乡 (的 
根 . 


| 4.2.4 局 部 收敛 性 


上 述 庄 缩 映像 原理 (定理 1) 要 求 适 代 函数 pg(z) 在 某 个 区 间 [a ,6 内: -至 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 


114 第 四 章 方程 求 根 





鹃 满足 上 压缩 性 条 件 (9) ,这 项 要 求 很 苛刻 ,实际 庶 用 时 很 难 殊 定 这 样 的 范围 
[se ,5 上面 退步 考察 远 代 过 程 的 局 部 收效 性 . 

定义 二 称 - :种 选 代 过 程 在 由 rz 邻近 收 航 ,如 果 存 在 邻 域 A:1r  ， T” : 袜 有 
(8 汶 某 个 定数 ,可 以 足够 小 ) , 鸽 选 代 过 程 对 任 给 审 依 roEA 均 收 训 . 

这 种 齐 根 的 邻近 所 具有 的 监 笋 性 称 作 局 部 收 伍 性 . 局 部 收 敏 性 要 求 所 选取 
的 初 值 由 是 够 准确 . 

定理 2 没 wfr) 在 方 和 看 了 = gr 的 根 的 邻近 有 连续 的 - - 阶 导数 , 且 成 





[的 fr 
则 达 代 过 程 r = 9(z0) 在 食 近 具有 局 部 收 俩 性 
证 时 于 ge < 存在 充分 小 邻 域 A:lzr -ce 1sB, 使 当 EA 时 成 
- 旭 - 


| Pr 雪 工 < 

这 里 二 为 某 个 定数 ,又 舅 知 当 二 EA 时 fr)EA, 帮 由 定 旺 1 可 频 断 定 my = 
gt) 对 于 任意 初 值 muEaA 均 收 襄 . 定 埋 得 证 . 

例 4 用 先 代 法 求 方程 =e “在 mm 一 0.5 只 近 的 一 个 柱 ,要 求 精度 为 
10 “， 

解 这 里 夺 代 两 数 

pti=e gp 人 re 

在 .ro=f.S 附 近 碳 


PT Js e ae 一 人 6 
因 人 而 据 定 理 2 知 , 选 代 过 程 mm， =e 具有 局 部 收 敏 性 ， 
事实 上 , 取 初 但 zw =0.5, 按 这 -- 迁 代 公 式 送 代 18 次 即 得 满足 精 订 要 求 的 
根 0.567 141( 见 老 4.4). 所 求 根 的 准确 值 为 0.567 143， 
表 4.4 































中 皮 JE 

[ 0.500 000 和 0.566907 
1 0.606 531 1 0.567 277 
2 0.545 239 12 0,567 067 
3 0.579 703 13 0.567 186 
4 0.560 065 14 0.567 119 
5 0.571 172 15 0.567 157 
6 0.564 863 16 0.567 135 
7 0.568 438 17 0.567 148 
8 0.566 409 0.567 141 
9 0.567 560 
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4.2.5 和 迭代 过 程 的 收敛 速度 


种 迭代 过 程 要 具有 实用 价值 ,不 但 需要 肯定 它 是 收敛 的 ,还 要 求 它 收敛 得 
比较 快 . 

再 考察 收 和 但 性 定理 的 定理 2, 前 已 指出 , 当 | gw (z )1<1 时 迭代 过 程 具 有 局 
部 收 和 伍 性 ,进一步 分 析 容 易 看 出 , 值 P (zz ”) 越 小 ,误差 的 压缩 性 越 显 著 , 这 时 先 
代 过 程 收敛 得 越 快 ， 

定义 2 对 于 收敛 的 迭代 过 程 必 ， =wOz), 若 2 (rz ) 天 0 则 称 该 迭代 过 
程 为 线性 收敛 ,而 当 rw (2 )=0 时 称 迭 代 过 程 具有 平方 收敛 性 . 

其 有 平方 收 和 敛 性 的 迁 代 法 是 快速 收敛 的 . 





片 方法 是 古代 数学 中 一 颗 璀璨 的 明珠 .无 论 是 古巴 比 伦 数 学 还 是 中 华 传 统 
数 党 ,上 十 先 民 早 已 熟练 地 掌握 求 开 方 值 的 计算 方法 . 开 方 算法 是 进 代 法 一 个 生 
动 的 范例 . 引 论 0.3 节 已 介绍 过 开 方 法 ,这 里 进一步 剖析 开 方 法 的 设计 机 理 , 旧 
的 在 于 引申 出 方程 求 根 的 一 般 方 法 . 


| 4.3.1 开 方 公式 的 建立 


大 家 知道 ,对 于 给 定 & >0, 求 开 方 值 Vw 就 是 要 求解 二 次 方程 
2 业 一 & =0 (10)) 

为 此 ,可 以 运用 校正 技术 设计 从 预报 值 六 生成 校正 值 ,的 迭代 公式 (参看 引 
论 0.3 节 ) 月 然 硕 望 校正 值 

风雨 交 
能 更 好 满足 所 给 方程 (10 ): 

za+2zAr+(Ar)=a 

这 是 个 关于 校正 量 Az 的 近似 关系 式 , 如 果 从 中 删 去 二 次 项 (Az) , 即 可 化 归 为 
一 次 方程 

和 十 2 元 人 丰 云 三 C (11) 
解 之 有 


了 
到 [人 
从 工 三 


2 
从 而 关于 校正 值 二 ,= 阅 +Az 有 如 下 开 方 公式 


ri= 王 |+ 和 全] ，k=0.1.2，… (12) 


< 
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上 述 尝 绎 过 程 表明 , 开 方 法 (12) 的 设 订 思想 是 逐步 线性 化 .即将 一 次 方程 
010) 的 求解 化 归 为 :次 方程 (10) 求 解 过 程 的 草 复 . 
开 方 会 式 (12) 规 定 了 预报 值 rw 与 校正 值 必 .之 间 的 一 种 函数 关系 zi = 


的 (4 ] ,这 里 
人 
为 并 方法 的 选民 函数 . 
上 再 考察 开 方 公式 {12) 的 直观 含 义 . 
对 于 开 方 值 “的 某 个 预报 值 mr , 设 rm ssvya , 则 相应 地 在 








硅 成交 


sav 一 JP 
吕 见 ,这 时 实际 上 获得 了 相伴 随 的 一 组 预报 值 >, 与 二 ,它们 位 于 ”ce 的 去 , 右 两 





侧 ,并 且 与 va 的 问 则 大 致 相等 ,市 此 得 知 ,wa 差不多 是 它们 西 者 的 算术 平均 : 


开 
因此 ,此 观 上 春 开 上 会 式 {112) 的 结构 是 合理 的 ， 


| 4.3 2 开 方 法 的 收敛 性 


并 方 公式 的 合理 性 湛 定 了 开 方 过 程 的 收 敏 性 , 即 选 代 误 英 = | Ya 
当 大 一 吧 时 赵 于 光 . 
现在 证 明 这 一 事实 . 接 式 (12) 有 





让 Var 一 号 已》 
问 理 有 
本 5 一 (ri 十 /4 ) 
现 冻 相 除 丰 递 推 公式 
me Y4 - ] 
+w 十 光合 





反复 递 扒 得 
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六 
寺 三 全 1 
十 V 0 二 Va 
令 
zl 一 V ec 
他 一 一 
2 十 YQ 
则 有 
V 运 
呈 -一 一 一 df 
ii 赴 人 T 


显然 , 若 z>0 则 有 0<o<1, 这 时 有 


允 三 二 ae-Va 





由 此 得 知 

定理 3 开 方 法 (12) 对 任意 给 定 初 值 zx, >0 均 收 敛 ， 

开 方 法 的 初 值 可 以 随意 选取 (关于 初 值 zw >0 的 要 求 是 不 言 而 喻 的 ) ,并 且 
收 敏 速度 很 快 ,如 此 优秀 的 选 代 算 法 是 十 分 罕见 的 . 开 方 法 是 高 效 算法 的 一 个 生 
动 的 范例 . 

方程 求 根 的 核心 算法 是 即将 介绍 的 Newton 法 .人 们 将 会 看 到 , 普 适 性 的 
Newton 法 与 开 方法 是 一 脉 相 承 的 . 





4.4.1 Newton 公式 的 导出 
乔 察 一 般 形式 的 郧 数 方程 
jz)=0 《139 
首先 运用 校正 技术 建立 迭代 公式 . 设 已 知 它 的 近似 根 z, 则 自然 要 求 校正 值 
1=z+AZz 能 更 好 地 满足 所 给 方程 (13 ) : 
Fz+Az)0 
将 其 左 端 用 其 线性 主 部 Fr )+ 三 (z)Az 替代 ,而 令 
天 雹 才 二 六 ( 远 JAz=0 
据 此 定 出 
有 最 二 帮 区 
三 (ze) 
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从 而 关于 校正 倡 机 十 全 有 旭 下 计算 公式 
拓 Tt 











2 (了 4) 
这 就 是 其 名 的 Newton 公式 . 
几 此 可 见 ,类 同 于 开 方 法 ,Newton 法 的 设计 刀 想 依然 是 ,将 非 线性 方程 的 求 
根 过 程 逐 步 线 忻 化 . 


Newton 会 式 {(14) 决 定 了 预报 值 m 与 校正 值 二 ,之 间 的 一 种 函数 关系 
2 的 ri 这 里 和 帮 代 国 数 为 
人 
tx) 015) 


4.4.2 Newton 法 的 收敛 性 


Newteon 法 有 明星 的 几何 解释 .方程 所 rz)=0 的 根 在 凡 何 上 解释 为 曲线 
y= Fr) 与 了 轴 交 点 的 横 坐 标 . 设 z 是 根 z ”的 某 个 近似 值 ,对 曲线 y= Fr) 上 
横 坐 标 为 习 的 点 P, 引 切 线 , 设 该 切线 与 > 轴 的 记 点 的 横 坐 标记 为 过, ,{ 见 图 
4.3), 则 这 样 获得 的 .os 即 为 按 Mewton 法 114) 求 得 的 近似 根 .由 于 这 种 几何 背 
量 Xewton 东 亦 称 切 线 法 . 


了 





几 了 #.3 Newton 法 的 几何 背 丸 


考察 Newton 法 (14) 的 收 伍 速 度 . 利 用 式 (15) 求 导 知 
省 





有 【2 一 PR 
[ 产 (zy)] 
假定 z 是 方程 rz)=f1 的 单 根 , 即 Ffz =, 广 人 1) 天 0 和, 则 由 上 式 知 
6(z )=0, 因 而 据 定义 2 可 以 斯 宗 : 
定理 4 Newton 法 (14) 在 六 rs=T 的 单 彬 7 邻近 为 平 户 收 敏 . 


4.4.3 Newton 法 的 计算 流程 


Newton 法 的 突出 优点 是 收敛 速度 快 , 且 算法 的 多 辑 结构 简单 ， 
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算法 4.2(Newton 法 ) 

步 上 | 适当 提供 迷 代 初 全 r， 

步 2 按 Newton 人 公式 (14) 即 

20 六 

求 渤 代 值 

步 3 检查 侦 差 |x, - zw| 古 否 满足 精度 要 求 :满足 精度 则 输出 结果 ri， 
计算 结束 ;否则 令 zsz 转 步 2 继 续 选 代 . 
图 4.4 描述 子 Newton 法 的 计算 流程 .为 保 让 Newton 兴 的 计算 过 程 不 琢 中 
断 , 自 然 要 求 式 (14) 中 的 导数 值 广 (zs) 总 不 为 0 此 外 ,这 里 设置 最 大 迭代 次 数 
N 以 应 付 迁 和 伐 过 程 收敛 性 差 的 情形 . 











输出 选民 失败 标志 输 山 奇异 标志 






图 4.4 Mewton 法 的 计算 撤 程 
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例 5 用 Newton 法 解 方程 re -1 = 小. 
解 这 里 Nemwton 公式 为 





歌 zu-0.5, 友 代 结果 如 下: 
T1=0.371 02，r0.307 16 
Ta 二 昌 .967 14， 一 .907 14 
这 里 选 代 3 次 得 到 了 精度 为 10 “的 结果 ,可见 Newton 法 收 仇 得 很 快 ( 试 与 例 4 
比较 ). 
4.4.4 Newton 法 应 用 举例 


前 述 开 方法 与 求 倒数 俏 的 选 代 法 (参看 引 论 0.3 攻 ) 是 Newton 法 其 体 应 用 
的 两 个 范例 ， 
大 家 知道 , 求 开 方 值 “就 是 紧 求 解 方程 
Fry=d 一 = 
这 时 广 (zJ=27, 其 Newton 法 的 选 代 蝎 数 为 
At 1 


人 人) 二 FJ 到 (=+ 半 ] 
因而 相应 的 Newton 公式 二 B0r) 就 是 开 方 公式 (12)， 


此 外 , 求 倒数 -就 是 要 求解 方 各 








Hz)= 工 -a = 人 
这 里 六 (ez)= - 记 ,其 Newton 法 的 叶 代 下 数 为 


AD 
的 (证 一 六 7 2 


因而 相应 的 Newtcn 会 这 是 
1 二 了 
Newton 续 有 广 证 的 应 用 .为 了 更 为 有 效 地 应 用 Newton 法 , 需 划 进一步 将 
它 加 以 故 进 和 变形 . 
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4.5.1 Newton 下 山 法 


一 般 地 说 ,Newton 法 的 收敛 性 依赖 于 初 值 z 的 选取 ,如 果 zw 偏离 > 
远 , 则 Newton 法 可 能 发 散 ， 

例 6 用 Newton 法 求 方程 已 -zz=1=0 在 zx=1.5 附 近 的 一 个 根 . 

解 ” 取 迭代 初 值 rz,=1.5, 用 Newton 公式 


二 -ea (16) 
计算 结果 如 下 
Fi 三 1.34783，， fa 三 1.32520， 2 三 1.324.72 
其 中 盖 的 每 一 位 数字 都 是 有 效 数 字 . 
但 是 ,如 果 改 用 zu =0.6 作为 初 值 , 则 按 式 (16) 和 迭代 一 次 得 zi =17.9 ,这 个 
结果 反而 比 zx 更 偏离 了 所 求 的 根 Z” 
为 了 防止 选 代 发 散 , 通 常 对 迭代 过 程 再 附加 一 项 要 求 , 即 保证 函数 值 单调 下 
降 : 
GE [7 
满足 这 项 要 求 的 算法 称 下 山 法 . 
将 Newton 法 与 下 山 法 结合 起 来 使 用 , 即 在 下 山 法 保证 函数 值 稳定 下 降 的 
前 提 下 ,用 Newton 法 加 快 收敛 速度 ,为 此 ,将 Newton 法 的 计算 结果 
有 
1 一 CR 
与 前 一 步 的 近似 值 六 适当 加 权 平 均 作 为 新 的 改进 值 r, ，: 
二 
或 者 说 ,采用 下 列 迭 代 公 
匡 w 汐 声 ) 普 区 (18) 
其 中 ,0<) 码 1 称 下 山 因 子 . 适 当选 取 下 山 因 子 ,以 使 单调 性 条 件 (17) 成 立 ， 
下 山 因子 的 选择 是 个 逐步 探索 的 过 程 , 从 =1 开 始 反 复 将 因子 的 值 减 
半 进 行 试 算 ,一 旦 单调 性 条 件 (17) 成 立 , 则 称 * 下 山 成 功 ”; 反 之 ,如 果 在 上 述 过 程 
中 找 不 到 使 条 件 (17) 成 立 的 下 山 因 子 人 , 则 称 * 下 山 失 败 ”, 这 时 需 另 选 初 值 
重 算 . 
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再 考察 例 6, 前 面 已 指出 , 奉 取 ru =1.6, 则 按 Newton 公 怀 (16) 求 得 迁 代 值 
ri = 17.9, 如 果 取 下 山 因子 = 而, 则 由 式 (18) 可 求 得 


1 31 
1 
这 个 结果 纪 正 了 xz, 的 严重 山 关 . 


| 4.5.2 弦 截 法 


Newton 法 的 突出 优点 是 收 丝 如 度 快 ,但 它 还 有 个 明显 的 缺点 :每 - 步 选 代 
需 归 提供 学 数值 六 (2) .如 果 琢 数 Arz) 比 较 复 杂 ,致使 导数 的 计算 困难 ,那么 
使 用 Newten 公式 是 不 方便 的 . 


=1T.140 625 





为 三 开 导数 的 计算 ， 可 以 改 用 差 商 太 区 人 二 ze 襟 Newton 公式 (14) 中 
的 导数 六 (xz ), 即 得 到 下 列 离散 化 形式 : 
四 大 四 
和 大 二 FOR 亲人 0 19) 
容易 看 出 ,这 个 公式 主根 据 方 程 Flzy=0 的 等 价 形式 
开 一 光一 7 ) 0 【201 


FORCET(Cz az 
建立 的 选 代 公式. 
选 代 公式 (19) 的 几何 解释 如 图 4.5 所 示 , 记 曲线 ,= A(z) 上 横 举 标 为 -的 


点 为 亚 , 刚 郑 商 六 3 二) 交 -表示 总 线 丽 矶 的 斜率 . 容易 看 出 , 按 公式 (19) 求 
得 的 ， 寥 际 上 是 纺 纺 豆 打 - 向 的 交点 ,因此 这 种 方法 称 作 至 截 法 . 





图 4.5 弦 截 法 的 几何 背景 


考察 弦 截 法 的 收 伍 性 .直接 对 式 (20) 的 选 代 冰 数 








小 娃 23 








【 加 池 人 





四 六 开 ) 
gx 

求 导 得 

六 Cr) 
ET 
当 xu 充分 接近 r 时 0<1e0z7)1<1L 故 直 定义 2( 见 4.2.5 小 节 ) 知 站 截 法 
(19) 仅 为 线性 收 伍 ， 

由 此 可 见 , 藤 截 法 (19) 避 开 了 导数 计算 ,消除 了 Newton 法 砍 求 提供 导数 人 
的 困难 ,但 为 此 在 收 敏 速度 方面 付出 子 不 可 低估 的 代价 . 


| 4.5.3 快速 弦 截 法 


pz -1 二 rn)=1-. 











为 提高 东 截 法 (19) 的 路 敛 速度 , 改 用 益 商 1 “一 太 Et 圭 代 Newton 公 
式 (14) 中 的 导数 广 (xz, ), 而 导出 下 列 渤 代 公式 ， 
_ 六 . 
re 


这 种 选 代 法 称 作 快速 弦 截 法 . 
快速 蓄 截 法 虽然 提高 了 收 敏 速度 ,但 它 为 此 也 付出 六 沉重 "的 代价 : 它 在 计 
算 ri 时 要 用 到 前 面 随 步 的 信息 rm yz , 即 这 种 选 代 法 为 两 步 法 .两 步 法 不 能 
自行 启动 .使 用 这 种 选 代 法 ,在 计算 前 必须 先 提 供 两 个 开始 值 z, 与 r) ， 
例 7 用 快速 弦 截 法 解 方程 





ze 一 1 一 必 
解 ” 设 取 r=0.5,ri -0.6 作 为 开始 值 ,用 快速 蓄 载 法 求 得 的 结 昧 如下: 
3 三口 ,3067 54 ， 2 二 人 .367 t， > =0.567 14 
同 例 5 运用 Newron 法 的 计算 结果 相 比较 可 以 看 出 ,快速 孩 截 法 的 收 敏 速度 是 
令 人 满意 的 . 


小 结 


算法 设计 的 理念 是 将 "复杂 化 归 为 简单 的 重复 "方程 求 根 的 选 代 法 突出 地 
表达 了 这 种 理念 ,其 设计 思想 是 将 隐 趟 的 非 线性 模型 逐步 地 显 武 化、 线性 化 ,从 
两 达到 化 繁 为 简 的 目的 . 

为 保证 简单 的 重复 能 生成 复杂 , 霸 要 灶 心 设计 和 迭代 函 灼 .本 书 推荐 了 设计 渤 
代 函 教 的 校正 技术 .校正 技术 的 基础 是 分 析 预 报 值 的 校正 量 ,通过 舍弃 高 阶 小 量 
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的 “ 册 繁 就 简 * 手 续 , 将 难以 处 理 的 非 线 性 方程 加 工 成 容易 求解 的 线性 化 的 粹 正 
方程 ,然后 重复 这 种 加 工 乎 续 , 乏 步 校正 所 获得 的 近似 根 , 直 到 满足 精度 要 求 为 
止 . 可 见 较 正 技术 的 设计 思想 是 “ 删 繁 就 简 ,逐步 求 精 ”. 

为 训 这 到 “逐步 求 精 "的 目的 , 沉 须 你 证 计 代 过 程 的 收 改 性. 所谓 选 代 收 芝 就 
旦 要 求 选 代 误 差 逐 步 缩 减 . 恕 果 将 选 代 误差 理解 为 每 一 步 计 算 的 规模 ,那么 在 选 
代 过 程 中 问题 的 规模 是 乏 步 久 减 的 ,可 见 选 代 法 亦 可 理解 为 缩减 技术 的 运用 ,法 
代 过 程 又 是 信 “大事 化 小 ,小 事 化 了 ”的 过 程 . 

为 改善 选 我 法 的 有 效 性 ,要 求 尽 量 提高 它 的 收 王 速度 .关于 人 渤 代 加 速 的 研究 
是 极其 重要 的 .为 此 需要 运用 松弛 技术 ,将 特 一 从 代步 的 新 值 与 老 值 延 当 加 权 平 
均 , 以 得 出 更 高 精度 的 改进 值 ， Newton 下 山 法 吉明， 这 种 * 优 千 豆 补 、 化 粗 为 精 ” 
的 设计 策略 往往 是 壹 效 的 . 

总 丙 言 之 ,方程 求 根 的 迁 代 法 是 运用 算法 设计 基本 技术 一 校正 技术 ,缩减 
钙 术 与 粮 强 技术 的 名 一 越 范 . 


题解 4.1 压缩 映像 原理 














提要 ” 运 州 压缩 映像 原理 考察 迭代 法 的 收 伍 性 时 ,必须 全 耐 地 考察 封闭 尾 
与 压缩 性 两 个 方面 .一 项 条 件 缺 一 不 可 .忽视 封闭 性 条 件 是 运用 压 龟 映像 原理 解 
题 时 常 犯 的 错误 之 一 . 

另外 ,将 定理 中 的 斥 缩 性 条 件 1g (rz 和 宕 工 二 1 轻率 地 替代 为 1g 0z)l< 1， 
这 是 运用 上 庄 缩 号 像 原 理解 题 时 另 一 个 常见 的 原则 性 错误 ,请 读者 留意 . 

压 第 映像 原理 的 反 命 是 是 :如 果 存 在 定数 工 >1 ,使 对 任 和 给 Era,5] 恒 成 





这 
| p 《7 钊 送 二 
则 迄 代 过 程 mm = Pp(z) 对 于 和 任 给 初 值 ruE[a ,ob] 均 发 巩 ， 
题 1 应 用 选 代 法 求解 方程 
=fcecos 工 +snYjH4 
并 讨论 选 代 这 程 的 收 伍 性 . 
节 人 =Teos sin 4 
it) (一 sin 二 cos)14 


对 于 任 给 实 值 ,wz) 均 为 实 值 , 且 成 立 
pas<1 


因此 迁 代 过 程 
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2 一 keos .re 二 Sir zy J34 
对 于 任 给 实 值 ro 均 收 化. 
题 2 改 与 方程 r =2 为 


工 一 司 二 
运用 压缩 映像 原 至 证 明 , 选 代 过 程 r -= 他 + 上 对 于 任 给 初 什 xu >2 均 收 伍 于 


v2. 
证 这 里 迁 代 咀 数 


汗 意 到 


对 于 任意 > >0 成 立 
J= 工 + 1L>2 1 上- 
PT) 了 >/ 到 V2>1 
而 当 zx 六 1 时 在 
1 人 1 裤 于 <1 
因此 , 叶 代 公式 re = 有 他 + 二 对 任 给 初 值 ro 之 1 均 收 全 十 方程 富 = 2 的 正 根 


vV2 
题 3 基于 只 代 原 理 证 明 
V2+vV2+v5 -2 
证 首先 建立 选 代 公式 . 令 





则 有 选 代 公式 


这 里 欠 代 郴 数 
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1 


显然 当 E[0,2| 时 (zcE[0.2], 且 碟 立 
， 3 
| 9 ts 
因此 这 一 灶 代 过 程 疏 伍 于 方程 
一 一 辽 江 自 
的 正 由 ”二 了 
题 4 基于 选 代 原 理 证 表 


证 仿 申 题 3 的 证 法 .这 申 迭 代 公式 为 


fs VE 
| = 1 
相 点 的 选 代 天 数 是 
er)= w+ 


容易 验证 , 当 xzEL0,2] 时 mtz)E[0,2], 晶 成立 
1 (zj 裤 坟 <<1 


站 此 上 述 选 代 过 程 收 伍 于 方程 
日 





的 正 根 r ”= 1 
题 改写 方程 ?+>-4=0 为 z= -2+4 的 形式 , 据 此 能 否 用 达 代 法 
求 所 给 方程 在 [1,2] 内 的 实 根 ? 
解 这 里 夺 代 申 数 pfzi- 22+40r)= -2ln2, 和 由 于 当 rEfl2] 时 
1 人 (zz 22n2>1 
故 选 代 过 程 r,, = gz) 对 于 任意 初 值 z 均 发 散 ， 
题 6 改写 方程 2 +z-4=0 为 =lnfd-r)nz2 的 形式 , 据 此 能 否 用 迁 
代 法 求 所 给 方程 在 上 ,2] 内 的 实 根 ”? 
解 这 里 Fr)=2 1+7-4, 注 意 到 六 1)<0,f2)>0, 因 而 方程 A(r)=0 
在 区 间 [1,2] 内 有 实 根 . 令 
Btzrl=intd 一 rn2 
则 
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注意 到 当 z 扣 [12] 时 pzr)E[l1,2] ,成 立 
of) 过 <] 


依据 上庄 缩 映 像 诛 理 ,这 平 选 代 公 式 避 := yze) 对 任意 初 值 roE [1,2] 均 收 钱 ， 


题解 4.2 修正 的 Newton 法 


提要 ”对 于 给 定 方 程 Fr)= 人 ,Newton 法 
和 
1 FT 
是 方程 求 根 的 核心 算法 . 这 种 方法 通常 是 平方 收 敏 的 .结论 是 (4.4 节 定 埋 4): 
Necwton 法 在 Fz)=0 的 单 根 r” 邻近 为 平 五 收敛 ， 
让 然 会 问 ,Newton 法 在 Fr)=n0 的 重 根 邻 近 收 伍 性 如 何 ? 而 如 果 收 和 化 速 
度 不 能 保证 又 该 持 样 处 理 呢 ? 
题 1 证 明 解 方程 (z> .ai=0 求 va 的 Newton 法 


下 = 昌 ,] 2 





5 和 
了 | 二 二 业 十 - 
中 百 一 个 


仅 为 线性 收 伍 . 
解 ”注意 "< 是 所 给 方程 的 一 重 根 ,而 选 代 函 数 


3 让 
8 


。 
9 《z) 一 训 -3 


由 于 gl(ya)=vya, 且 
1<o' (yaz)= 了 <1 


按 4.2.5 小节 定义 2, 这 一 迁 代 公式 在 重 根 ya 邻近 仅 为 线性 收 笋 ， 
2 评 明 选 代 会 式 
了 性 


十 +T 一 十 了 


3ry 
是 求解 方程 (tx -ai 六 =0 的 二 阶 方法 , 即 且 有 绊 方 收 笋 性 
解 这 里 选 代 图 数 
rr 
多 (福全 可 袜 十 于， gx)= 玉 | 号 
易 知 wp(Vya)=vVa, 目 wya)=0 而 gr) 关 0, 故 这 一 选 代 法 为 平方 收 伍 ， 
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题 3 设 32 为 方程 Frz)=0 的 闪 站 裤 2) 重 根 , 证 明 这 时 Newrton 法 
人 


人 (7 


仅 为 线性 收 伍 ， 
证 ”考察 Newton 法 的 选 代 困 数 
名 (二 一 闷 人 


FF 
Fr) PC 
由 十 六 为 Fr) 的 六 重 堆 点, 故 它 有 只 有 形式 
下 








这 里 
【全 
站 【三 了 (的 (2 二 之 王 ( 人 一 光 ” 2 1 
(vtr) 
于 是 
， _ 本 ( 计 m( 一 了 Cr 271{ 直 一 巡 区 《) 上 (一 
多 (1 Eggfr+Cr 一 ye 四 
从 而 有 
1 ) 下 _ 1 
他) TO 订 


因 六 之 2 有 0<op 1 故 这 时 Newton 法 仅 为 线性 收 侣 ， 
题 4 证 z 为 方程 Fr-0 的 闫 之 2) 重 根 , 评 明 修 正 的 Newton 法 
Fe 


| - 。 
人 








其 有 平方 收 就 性 ， 
证 这 里 夺 代 函数 
攻 ( 人 二 二 一 现 三 
上 一 丽 岂 妈 人 六 
pr 呈 [ 产 (站 了 


利用 题 3 的 结果 得 知 
扩 《T 了 一 主 一 9 十 mw 全 坟 }=0 
故 这 一 夺 代 法 为 平方 收 令 . 
题 5 导出 方程 六 rz)=fr -ee72=0 的 覆 正 的 Newton 法 . 
解 ”由 于 va 是 所 给 方程 的 二 重 根 ,这 时 修正 的 Newton 注 的 选 代 晤 数 
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相应 的 选 代 公式 为 


这 和 是 抢 方 程 > ao=0 求 单 根 ”e 的 选 代 公式 ,众所周知 它 具 有事 方 收 和 敛 性. 
题 6 时 出 方程 Ar)=(r -eaP=0 的 修正 的 Newton 法 . 
解 头 辣 于 是 5, 所 给 方程 (Cr -ee 关 = 几 的 修正 的 Newton 法 止 是 方 穆 z 一 
二 有 的 Newton 法 





题 2 直接 证 明 这 种 方法 其 有 平方 收敛 性 . 
习 题 四 


1. 利用 校正 技术 设计 求 y 的 迁 找 公式 ,并 证 明 该 适 代 过 程 的 收 化 性， 

2, 早 在 1225 年 ,有 人 强求 解 方程 阅 12z2+10r 200, 并 络 出 了 高 精度 的 实 根 7 - 
1.368 808 107 ,试用 Newton 法 求 得 这 个 结果 . 

3. 用 Newton 法 求 下 询 廊 程 的 根 ,要 求 计算 晴 果 有 4 位 有 交 数 宁 : 

fl re-37r- 一 日 ， 让 

(2 .37 一 e+ 一， 0 





4,， 对 于 结 定 值 >0 ,应 用 Newton 法 导出 求 二 而 不 使 用 开 方 运算 与 除法 过 得 的 造 代 全 


大 
式 . 
5. 甘 察 求解 记 逢 12 37r+2cos = 已 的 只 代 法 
-11 三 下 1 三 es 


《1) 让 明 它 对 于 任意 初 值 ru 均 收 分 ， 

(2 证 明 它 其 有 线性 收 全 性， 

3) 取  = 下 .4, 求 误 善 不 越过 10 一 的 近似 根 . 
6， 给 出 计算 








的 选 代 公式 ,讨论 选 代 过 程 的 收 敏 性 并 证 明 = 1 


?. 求 方程 六 -ro-1-0 在 :=1.5 附 近 的 : -个 根 ,讨论 如 下 元 种 迁 代 过 程 在 区 间 
11.3,1.6] 上 的 化 散 性 ， 
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(0) 改写 方程 为 悦 =- .相应 的 选 代 格式 为 


1 -一 
ww 





(2 改 邱 方 穆 方 .er= 王 Fl ,相应 的 选 代 椿 式 为 
NT 一 - 十 | 
人 


【3 驶 村 方程 为 r = T 柑 应 的 选 代 炸 式 为 


2 
14) 枚 气 方 程 方 = 天 +1 ,相应 的 选 代 格 式 为 
四 二 


8 设 方程 = gtzr) 在 反问 [oo ,1 国有 报 r ,车 对 了 ELa,6| 恒 成 立 | (cr)| 次 1 证 
这 时 迁 代 进程 mate 对 什 意 初 值 mwE [ao5] 均 发 散 ， 
分 别 用 弦 茂 法 和 快速 纺 答 法 求 方程 
四 +i0r-20>n0 
的 根 , 杰 求 精度 为 10 ” 


10 设 用 差 商 攻 王 -- - 作 二。 二 换 Newion 公式 中 的 导数 项 广 (xi ) ,证 明 这 衬 构 


闭 出 的 选 代 公 起 
[Ar 
Te 


在 关 了 一 由 的 单 根 >” 附近 为 一 阶 收 化 ， 





1 





线性 万 程 组 的 迭代 法 





线性 方程 组 
| 本 本 生硬 3 本 5 三 功 


作 呈 光 二 克 玫 所 订 本 人 二 
SS 


H 


(1) 


公元 后 论 元 ;千古 让 天 三 页 
记 个 基本 的 计算 模型 , 它 在 科学 与 工程 计算 中 扮演 着 极其 重要 的 角色 . 

线性 方程 组 中 含有 多 个 变 元 . 中 学 数学 里 人 们 早已 熟知 , 当 变 元 个 数 不 多 
时 线性 方程 组 的 求解 是 容易 的 . 问题 在 于 ,科学 与 工程 计算 中 所 归结 出 的 线性 
方程 组 ,其 变 匹 个 数 可 能 高 达 几 万 甚至 几 百 万 ,一 般 形 式 旋 至 大 规模 的 线性 方程 
组 该 如 何 求解 呢 ? 

欢 所 周知 ,如 果 系 数 行列 式 detl e, | 的 值 异 于 0, 则 方程 组 (1) 有 唯一 解 . 然 
而 正如 本 书 开 始 (参看 引 论 ) 所 指出 的 . 运用 Cramer 法 则 求解 线性 方程 组 虽然 
原则 上 可 行 ,但 因 其 计算 量 过 大 而 失去 实用 价值 . 

求解 大 规模 的 线性 方程 组 主要 用 迭代 法 , 迭代 法 的 设计 思想 是 将 “复杂 "化 
归 为 "简单 "的 重复 , 这 里 面 对 的 问题 是 ,相对 于 形式 复杂 的 式 (1) ,其 所 对 应 的 
“简单 "是 指 什么 样 的 计算 模型 呢 ? 


| 5.1.1 变 元 的 相关 性 


线性 方程 组 (1) 可 表 为 


RN 
>， 帮 二 四 本 2aere 玖 
， 


或 借助 于 和 矩阵 的 记号 
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丰 王 【站 
简 语 地表 波 为 
古寺 一 而 

出 此 可 见 ,线性 方程 组 (1) 本 质 上 是 个 隐 式 的 计算 模型 , 它 的 才 个 变 元 z, 用 
系数 年 阵 上 4 相互 "捆绑 ?在 -起 . 

线性 方程 组 求解 的 竹 结 所 在 ,是 它 的 各 个 变 元 相互 关 腾 在 一 起 ,或 者 说 , 方 
程 组 中 的 从 个 方程 旺 伏 此 联 立 的 . 如 何 将 方程 组 中 的 请 客 变 元 逢 此 分 离开 来 从 
而 求 出 它 的 解 呢 ? 

从 最 简单 的 做 起 ， 

值得 注意 的 是 ,方程 组 的 解 

二 

可 以 理解 为 系数 抑 阵 为 单 作 阵 的 退化 情形 . 由 此 可 多 ,线性 卢 程 组 的 求解 ,就 是 
要 设法 将 其 系数 生 阵 站 变 成 平凡 的 单位 阵 . 


| 5.1.2 对 角 方 程 组 的 平凡 情形 


线性 方程 组 求解 的 难 易 程度 取决 二 其 系数 矩阵 的 复杂 程度 . 特别 地 ,如果 
和 是 个 对 角 阵 





在 站 性 
4 妇 中 3 
四 如 
这 类 方程 组 
二 
称 对 角 方 程 给 ,其 解 为 


了 二 有 2 
对 角 方 程 组 的 各 个 方程 是 独立 的 ,并 没有 真正 捆绑 在 一 起 ,就 是 说 , 它 只 基 
站 十 个 独立 方程 的 “聚集 *， 对 角 方 程 组 不 能 算 作 严 格 意义 上 的 " 联 立 方程 组 ” 


| 5.1.3 三 角 方 程 组 的 特殊 情形 


还 有 一 种 容易 处 理 的 税 单 情形 . 如 果 其 系数 抢 阵 4 是 个 三 角 阵 , 警 如 其 上 
三 角 部 分 全 为 零 元 素 : 














外 引 1 看 
症 二 | 和 入 在 竺 





加 
对 于 这 种 下 三 角 方 程 组 
外 1 一 
如 31 荆 | 十 企 科 二 


站 1 工 | 十 妇 革 -T2 十 区 和 了 3 二 的 3 


外 人 二 
即 
>》，asmij 一 而， 一 了 

只 要 自 上 而 下 逐步 同 代 , 即 可 顺序 得 出 它 的 解 

补 1 下 
这 时 回 代 公式 为 

ri 一 让 |vAGii 
了 1 一 | 
六 ;二 | 6， 一 ari jan， 了 二 也 ,了 
1 


类 似 地 ,对 于 上 三 角 方 程 组 


全 1 之 ] 十 站 Ta 下 





和 2323 十 十 生 ao 二 站 3 


印 


> ez 一 2 
只 要 自 下 而 上 乏 步 回 代 , 即 可 逆序 生成 它 的 解 


| 
这 里 回 代 会 式 是 
1 二 直 上 旧 7 可 型 
- 本 
1 一 《 人 > jas， z 一 六 一 下 ,7 2 
中 


) 一 了 十] 
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由 此 可 见 , 对 于 三 角 方 程 组 (无 论 是 下 三 角 方 程 组 还 是 上 三 角 方程 组 ) ,只 要 
事先 设 定 诸 变 元 的 计算 顺序 , 即 可 逐步 将 各 个 方程 分 离开 来 ,从 而 得 出 它 的 解 ， 

综 上 所 述 , 对 于 系数 定 阵 为 对 角 阵 或 三 角 阵 的 特殊 情形 ,线性 方程 组 的 求解 
是 容易 的 ， 

算法 设计 的 机 理 是 将 复杂 化 归 为 简单 的 重复 . 后 文 将 会 看 到 ,求解 线性 方 
组 的 迭代 法 ,其 实质 是 将 所 给 方程 组 逐步 地 对 角 化 或 三 角 化 ,即将 线性 方程 组 
的 求解 过 程 加 工 成 对 角 方 程 组 或 三 角 方 程 组 求解 过 程 的 重复 . 





本 节 介 绍 两 种 基本 的 迭代 法 :Jacobi 迭代 与 Gauss-Seidel 进 代 ， 


5.2.1 Jacobi 和 迭代 


Jacobi 友 代 的 设计 思想 是 将 所 给 线性 方程 组 逐 步 地 对 角 化 ， 
首先 若 察 三 阶 方程 组 的 具体 情形 
让 让 证 (过 3 款 妆 人 普 3 三 贡 
4 | 十 aidy 十 人 二 奖 3 二 人 7 (2) 


|。 3 引 民 1 十 导 33- 汪 7 二 + 芭 本 民 3 一 /3 


令 其 左 器 仅 保留 对 角 成 分 ,将 其 余 成 分 挪 到 右 端 ,而 改写 成 如 下 * 伪 对 角形 式 ”: 


| = | 一 多 这 还 3 一 1 并 3 
| 人 区 这 天 0 LL 3 省 人 23 -3 
Ca 二 有 一 Ca 一 43aa 


【大 十 1) 


用 预报 值 z ,zz 代入 上 式 右 端 , 求 得 的 解 rz ”2 ” 称 校正 
值 ,这 样 建立 的 预报 校正 系统 为 
和 三 超 | 一 7 正中 雹 和 
二 


妈 [ 
(让 1 【) 大) 
人 333 昌 [一 妈 3 交 | 一 3: 


其 求解 公式 
改 由 雪 (/， -Qi 过 一 到 让 )Xa， 


(kf+1) > 才 音 刘 【A)》 
4 = (02 一 Qarl caaz3s )VXeaa 


tkrlii 3 .1 
琶 = (5 一双 于 区 1 全 二 六 3 7 





称 作 求解 方程 组 (2) 的 Jacobi 迭代 公式 . 
进而 考察 一 般 形式 的 方程 组 (1) ,从 中 分 离 出 对 角 元 素 , 即 令 其 第 ;个 方程 
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的 左 端 仅 保 和 留 对 第 元 和 全民 分 儿 到 在 光 ， 则 可 改写 成 如 下 伪 对 角形 式 : 














传 据 这 种 等 价 式 可 建立 称 代 法 “ 


人 一 [2 oz) va， i 2 【3) 





可 以 看 到 ,求解 线性 方 稳 组 的 Jacobi 选 代 法 ,其 设计 思想 是 将 线性 方程 组 的 
求解 归结 为 对 角 方 程 组 求解 过 程 的 重复 . 

克 代 法 因 其 计算 规则 简单 而 易于 编写 计算 程序 . 通常 用 选 代 久 益 
max | zz 一 2| 刻 类 多 伐 值 的 精度 . 此 外 ,为 防止 选 代 过 程 不 收 伍 或 者 收 伍 
速度 过 于 缓慢 ,我们 设置 最 大 选 代 次 数 N, 如 果 活 代 次 数 起 过 N 尚 不 能 达到 精 
度 归 求 则 宣告 迁 代 失败 下 面 多 出 Jacobi 选 代 的 计算 步骤 ， 


加 算法 5， 1(Jacopi 遂 代 ) | 
| 步 1 适当 提供 近代 初 值 | ) 
步 2 按 Jacobi 公式 (3) 将 老 值 和 关上 帮工 成 新 值 1 下 下 
步 3 若 技 代 偏 益 < = max | zi - zio | 小 于 指定 精度 。 划 给 出 结 | 
果 , 终 止 计算 ;否则 执行 下 一 步 ， 
步 4 大 选 代 次 数 和 尚未 达到 最 大 迭代 次 数 N, 则 转 步 2 继续 迭代 ;和 否 
则 给 出 适 代 失 下 标志 ,终止 计算 
图 5.1 证 画 了 Jacobi 选 代 的 计 竺 流程, 这 里 设置 了 两 组 单元 1r, | ， 17 分 
山 存 放 每 一 步 选 代 的 老 值 与 新 值 . 框 1 的 Jacobi 算式 是 整个 框图 的 核心 、 
例 1 用 Jacopi 闪 代 法 解 方 穆 给 
1107 一 27 =7.2 
| -+l0z -27r =8.3 (4 
:一 TS 一 4.2 
解 ” 取 和 大 代 初 值 r=-c = =0 套 出 Jacobiz Y 式 
1072+0.1zrO 十 个 2 的 
0 
La 0.84+02zi 二 0.27 多 ) 
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] 
扩 二 (后 一人 区， 
上 1 
Ri 
一 12 “上 











全 | 玉 一 区 |E 


镶 出 寺 代 
朱 败 标志 





图 .1 Jaeobi 夺 代 计算 统 程 


反复 适 代 ,计算 结果 匈 表 5.1. 可 以 看 到 ,当选 代 次 数 环 增 大 时 , 迁 代 值 二 5， 
xi zz 乓 会 越 来 越 才 近 所 求 的 解 zz =1.2,37=1.3. 
表 5.1 












是 





















全 的 二 本 
| 000000 0_00000 ”000 
1 0.720 00 0.083 00 0.840 00 
2 和 .971 0 1.070 吕 1.150 00 
3 1.057 0 | 4.157 10 1.248 20 
4 1.085 35 1.185 3 1.282 82 
5 1.09s 10 1.t95 10 1.294 14 
6 1.098 34 1.198 计 1.298 (4 
7 1.099 44 T.199 4 1.299 34 
8 1.099 81 1.199 81 1.299 大 
1.099 时 1.199 94 1.299 52 
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5.2.2 Gauss 一 Seidel 夺 代 


我 们 再 设 法 将 所 给 方 穆 组 逐步 三 角 化 ,以 设计 出 新 的 选 代 法 ， 
仍然 先 考察 : 阶 方 程 组 (2) , 设 令 基 左 端 仅 保留 下 三 角 成 分 ,而 将 其 余 成 分 
挪 到 右 庙 , 则 可 改写 成 如 下 * 伪 :- 角 形式" 
ar 二 有 一 aera 一 CT 
站 1 了 1 二 加 一 站 妇 工 3 
Le 十 全 Pa 3 二 3 


傅 招 这 - -等 价 形 式 可 识 计 出 过 代 法 


1 【二 一 五 一 本 本 
| 一 E1 
《由 【本 +) 
他 了 1 | 于 更 23 了 二 态 ， | 


天 宇和 让 全 和 人 一直， 
它 可 以 看 作 是 关于 选 代 值 re 2 7 的 下 寺 角 方程 组 ,用 辐 代 法 求 
解 ,其 回 代 公式 
| 一 (0 一 
alD = (Daijvas (5) 
交 人 人 
称 作 求解 方程 组 (2) 的 Gauss - Seidel 公式 . 

与 Jacobi 公式 不 同 , Gauss - Seidel 公式 (5) 先 设 定 计算 顺序 zf 一 
ro zt 然后 充分 利用 新 信息 进行 计算 ,如 用 zf 取代 zi 计算 
xz 针 用 xz 人 4 了 代 z 交 计算 和 因 ， 由 于 Gauss- Seidel 灶 伐 充分 利用 新 
信息 进行 计算 ,可 以 预料 , 它 的 逼近 效果 通常 比 Jacobi 选 代 好 . 

进而 讨论 一 般 形 式 的 方程 组 (1). 令 其 左 端 仅 保 留 下 三 第 成 分 ,将 其 余 成 分 
挪 到 右 端 ,而 加 工 成 如 人 下“ 伪 三 角 攻 式 “ : 


和 


2 
> ii 关 由 一 > Cr 


一 1 -t+1 


据 此 设计 出 迁 代 法 
oj “一 矶 一 六 GE 


二 可 
山林 书 约定 ,和 并 之 后 汝 1 坟 由 时 其 但 为 由 璧 如 当 了 = 玫 时 项 ai 当 并 时 项 
上 二 


7 4+1 


:1 
等 都 是 大 设 的 
T 
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这 是 关于 选 代 值 x” 的 二 三角 方程 组 , 自 上 而 下 和 逐步 回 代 邯 训 顺序 求 出 


《二 1 外 【二 1 
| 全 3 人 RE 


其 求解 公式 


0 = (5 交 e 一 oo 2 【6) 
称 为 求解 方程 组 [17 的 Gauss - Seidej 公 \ 式 . 
(iatlss - Seidei 公式 56) 的 特点 是 ,一 下 求 出 变 元 rr. 的 新 值 后 0 以 后. 老 值 
z 六 在 以 后 的 计算 中 使 失去 使 用 价值 , 因 之 可 将 新 值 zx 于 存放 在 老 值 r 所 占 
用 的 单元 内 ,而 将 选 代 公式 16) 表 为 下 列 动 态 形式 : 


< 【0 一 js 一 了, 了, 


下 而 列 出 (Causs - Seidel 选 代 的 计算 步 台 二 Jacohi 选 代 林 较 ,两 种 选 代 
法 的 计算 步 蛇 相 类 同 . 个 过 要 特别 注意 两 个 合适 代 : 公式 的 差 芥 ， 








| 重 法 5 2(Gauss _ Seidel 选 代 ) 
步 1 适当 提供 选 代 初 利 j rr， | 
步 2 撤 Gauss _ Sidal 公式 (6) 将 老 值 ri 加 革 成 新 值 z 
步 3 看 夺 代 偏 益 e = TaX 1 | 小 于 指定 精度 s, 则 输出 结 ， 
条 ,终止 计算 ;否则 执行 下 一 步 . 
步 4 车 迭代 次 数 生 小 于 事先 设 定 的 最 大 迭代 次 数 六 , 则 转 步 2 继续 和 迭 
代 ; 否则 输出 选 代 和 失败 标志 ,终止 计算 ， 


图 5 2 描述 了 Gauss _ Seidel 鹃 代 的 计算 流程 要 注意 区 分 图 5 1 与 网 5.2 
王者 计算 杠 { 杠 二 的 差异 . 
例 2 用 (Gauss- Seidel 过 代 求 解 方程 组 (4) 并 与 例 1 比较 计算 结果 ， 
解 这 时 (auss-Seidel 渤 代 公 革 为 
并 上 .1 和 十 生 2 
和 3 
2 上 
仍 取 初 值 了 六 = = ”0 进行 和 人 ,计算 缚 果 见 表 $.2 与 吾 5.1 所 全 出 的 
Jacohi 选 代 和 计算 和 时 相 比较 可 以 明显 地 看 出 ,这 时 Causs -~ Seidel 庆 代 的 效果 
比 Jacoti 夺 代 好 . 
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图 5.2 fiauss Seidel 选 伐 计算 流程 


表 5.2 





























帮 他 3 下 
0 000 0.000 00 0.000 0 
] 0.720 00 0 902 的 1.f64 40 
2 | 1.043 08 1.167 19 1 ,282 05 
3 1.093 13 1.195 72 1.297 77 
4 1.099 13 | 1.199 47 1 .299 72 
5 1.099 89 1.199 93 1.299 % 
站 .099 99 1.199 99 1.300 00 
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以 上 介绍 了 求解 线性 方程 组 的 两 种 迭代 法 . 由 于 Gauss- Seidel 迭代 充分 利 
用 了 人选 代 过 程 中 的 新 信息 ,一般 地 说 , 它 的 迭代 效果 要 比 Jacobi 迭代 好 . 但 情况 
并 不 总 是 这 样 , 有 时 Gauss - Seidel 迭代 比 Jacobi 迭代 收敛 得 慢 ;甚至 可 以 举 出 
Jacobi 达 代 收敛 但 Gauss - Seidel 迭代 反而 发 散 的 例子 . 





| 5.3.1 迭代 收 往 的 概念 


为 要 保证 迭代 法 的 有 效 性 ,必须 要 求 迭 代 过 程 是 收敛 的 . 一 个 发 散 的 夺 代 
过 程 ,即使 进行 了 千 万 次 迁 代 ,其 计算 结果 也 是 毫 无 价值 的 ， 
例 3 用 Jacobi 和 迭代 求解 方程 组 
一 | 一 二 Sz 一 4.2 
一 0xz 一 2 3 
人 


解 ”求解 上 述 方程 组 的 jacobi 迭代 公式 是 


ee 4.2 一 区 人 十 Sz 的 
之 2 83 二 002 
[人 Di 一 当下 一 0 32 风 


取 迭 代 初 值 (zz zs )=(0,0,0) 代 人 上 式 右 端 求 得 
zf 三 一 和.2 22 二 0.83 3 三 一 96 
再 从 代 一 次 有 
一.03， 双 二 =0.31， 允 ”= 一 250]5 

如 此 反复 迭代 下 去 ,计算 结果 会 越 来 越 偏离 所 求 的 解 , 这 个 迭 代 过 程 是 发 散 的 ， 

需要 注意 的 是 ,上 例 所 考察 的 方程 组 其 实 同 例 1 的 方程 组 (4) 是 等 价 的 ,两 
者 的 差别 仅仅 是 方程 的 排序 不 同 . 这 说 明 ,方程 组 中 诸 方 程 的 排序 方式 可 能 会 
严重 影响 迭代 过 程 的 收 和 敛 性 . 

在 探究 收敛 性 的 判别 条 件 之 前 ,首先 针对 线性 方程 组 进一步 明确 迭代 收 广 
的 概念 . 

对 于 一 般 形 式 的 线性 方程 组 


AN 
二 0 二 二 着 一] 这 
1 = 站 


称 迭 代 值 序列 (zz zw ) 收 和 敛 到 方程 组 的 解 (zr yzaz ,zy ) ,如 果 
成 立 
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linmz 人 一 下， 了 一,2 
按照 这 个 定义 ,为 子 判断 迷 代 过 程 的 收 伍 性 ,需要 检查 ， 个 数列 |z 多 | 是 再 全 
都 收 伍 这 就 增加 了 处 理 的 复杂 性 . 
简化 分 析 的 一 种 有 效 方法 是 世 进 迁 代 误差 





一 交 区 1 加 人 
基于 选 代 误 善 , 收 北 性 的 概念 吕 表 述 为 : 
定义 1 称 选 代 序 列 (zf 2 ) 收 伍 到 解 人 rr 如 


果 
Times = 
[一 章 已 看 到 , 选 代 过 程 的 收 伍 性 取决 于 人 达 代 误 差 的 压 铅 性 ， 关 于 线性 方 
程 组 的 针 代 法 如 何 保证 这 种 压缩 性 呢 ? 


5.3.2 二 阶 方程 组 的 启示 


首先 考察 二 阶 方 程 组 
f 一 
如 目 二 | 十 下 袜 :一 用; 
j (7) 
[as 填补.7a 二 由 
其 jacchbi 选 代 公式 是 
上 2 2 
上 可 
仁 11 此 11 
《81) 
人 
铀 23 娘 22 





人 
ri 寻 9 
刀 11 
【1 _ 外 ?1 1 
中 定 3 一 (zi 本 


可 见 这 时 鹃 代 误差 


emax| xz ar | 一 | 





6 
这 里 
如 | 
了 = naX -了 | 
作证 名 | 














由 此 得 知 ,如 果 成 立 
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an >veol，lezl>lesl (9) 


色 生 上 er 
针 这 时 Jasebi 选 代 (人 8) 对 任 给 初 值 均 收 将. 
再 考察 求解 方程 组 (7) 的 (iauss .Seidel 选 代 


， 丸 ]a 站 
(人 -1 13 18 1 
小 = -一 一 
妈 11 妨 3] 


【1I0 ) 
| 全 21 0 全 
1 全 2 
这 甲 有 
Xe) 
[上 了 4 好 上 
人 一 1 四 ) 
;| 页 . 
aaefao ay 
由 
因 之 当 条 件 {9) 成 立时 ,有 
et | 
1 汪 | | 委 Ter 


， | .enT -一 
| 十 3 ”3 写 . 忆 ， 了 eei 


从 而 仍 有 误差 佑 计 式 
es Le 
可 和 见 这 时 (iauss… Seidel 迁 代 (10) 革 任 给 初 值 亦 收 生 . 
后 文 将 要 说 明 上 述 事实 具有 普遍 意义 . 


| 5.3.3 对 角 占 优 阵 的 概念 


再 前 怕 收 人 性 条 件 (9 的 含义 . 所 给 方程 组 (7) 的 系数 矩阵 具有 疹 式 


et 人 
交 
条 件 (9) 表 明 , 其 对 角 郊 素 按 绝对 值 大 于 同行 的 其 他 元 素 . 这 种 和气 阵 称 作 旦 对 角 
占 优 的 ， 

进一步 推广 这 个 概念 ， 

定 尽 2 称 耸 阵 4 = (外 ,为 对 角 占 优 阵 , 如 果 其 对 人 角 郊 素 4 接 绝 对 值 
大 于 回 行 的 其 他 元 素 w, 局 夭 站 绝对 信之 和 ; 
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用 
， 
| ea， | > 人 | o， ， 了 二 2) 
1 


即 成 立 





-cl (11) 
2 六 1 全 及 ， 


系数 卸 阵 为 对 角 占 优 阵 的 线性 方程 组 称 作 是 对 角 占 优 的 . 实际 计算 当中 归 
结 出 来 的 线性 方程 组 征 往 具有 这 种 特征 ,譬如 ,一 次 梯 条 插值 归结 出 的 基本 方程 
组 ( 参 在 第 一 齐 的 式 (27)) 以 及 求解 常 微分 方程 边 值 问题 列 出 的 差分 方程 组 ( 参 
看 第 二 齐 的 式 (32)) 都 是 对 角 占 优 的 ， 


| 5.3.4 迭代 收 伍 的 一 个 充分 条 件 


仿照 S.3 节 的 做 法 讨论 Jacobi 先 代 (3) 即 


的 收 伍 性 . 出 于 解 1 满足 


以 上 两 式 相 减 , 有 
| 
二 有 
下 e 7 】》 
据 些 得 知 
本 | 雪 下 Dl3X 和 1 
PP 汪 | | 近 - | 
何 | 2 





从 而 关于 选 代 误 美 e，= Tax | | 有 估计 式 
人 1 Te | 


直 此 可 见 , 如 果 拟 给 方 称 组 是 对 角 占 优 的 , 即 式 (11) 成 立 , 风 和 送 代 误 监 是 乏 步 故 
缩 的 . 据 此 断定 : 

定理 1 如 果 方 程 组 (1) 为 对 角 占 优 , 则 其 Jacobi 和 迭代 (3) 对 于 任 给 初 值 均 
收 和 伍 . 

上 髓 考 察 闻 面 的 例 上 与 例 3. 例 1 的 方程 组 (4) 为 对 角 占 优 , 故 其 Jacobi 选 代 
是 收 伍 的 :与 此 不 同 , 例 3 由 于 方程 测序 而 破 奈 了 系数 矩阵 的 对 角 占 优 性 , 结 华 
导致 选 代 过 程 发 散 . 
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类 似 地 不 难 证 明 ; 
定理 2 和 
初 值 均 收 敛 . 





使 用 迭代 法 的 困难 所 在 是 计算 量 难以 估计 . 有 时 和 迭代 过 程 虽然 收敛 ,但 由 
于 收敛 速度 缓慢 ,使 计算 量变 得 很 大 而 失去 实用 价值 . 因此 ,从 代 过 程 的 加 速 具 
有 重要 意义 

前 已 指出 ,Gauss- Seidel 迭代 通常 优 于 Jacobi 友 代 . 所 谓 选 代 加 速 ,就 是 运 
用 松弛 技术 ,将 Gauss - Seidel 选 代 值 进一步 加 工 成 某 种 松弛 值 ,以 尽量 改善 
精度 . 

志 考 察 简单 的 二 阶 方程 组 

an 二 人 三 这 5 三 必 ; 
as ,十 caoza 一 03 


基于 Gauss- Seidel 迭代 


(+ Ci (6 
闻 二 =- 交 2 十 一 
Cl 211 
] 
kt Ca 1kE+D / 
。 二 一 | 
&22 





的 松弛 加 速 公式 是 


[友和 信 
迭代 天 | 人 二 一 一 


CE Qi 
松弛 元 目击 是 十 【人 E 二 而 和 过关 


Li; /0 
W 肯 色 人 2 ， 二 ZI1 (大 +1) 到 
从 代 3 

&22 Ca22 


松弛 二 
对 于 一 般 形式 的 方程 组 (1) 


量 
从 亲 
， 二 


其 松弛 和 迭代 是 ,对 ;= ,7 反复 执行 下 列 两 项 计算 ; 
兴 代 元 Le - (2 一 mn = 区 二 大) 站 al 


松弛 全 二 中环 往 一 大 入 但 
很 明显 ,Gauss - Seidel 迭代 是 松弛 因子 w= 1 的 特殊 情形 ,因而 上 述 松 弛 选 
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代 可 以 看 作 (iauss - Seidel 迭代 的 改进 . 由 于 薪 值 庆 ”通常 优 于 老 倩 .r… , 在 
将 两 着 加 工 成 松弛 值 zx 生 “时 丘 然 要 求 取 松 好 因子 w > 1, 以 尽量 发 挥 新 值 的 过 
势 . 这 类 松 籽 达 代 (127 称 作 超 松 多 法. 超 松 弛 选 代 简 称 SOR 方法 (Succesivc 
{Jver 一 Relaxation ) . 

关于 只 遂 方法 (12) 需 要 注意 两 点 :一 是 每 一 选 代 步 的 选 代 值 到 与 松弛 
值 z 六 是 交替 生成 的 ; 


+r 1 [Ri 二 5 
| 一 1 反 人 





一 【有 上 > 二 
人 一 全 人 


又 忒 (12) ,在 计算 选 代 什 元“ 时 用 松弛 值 z 和 xz 取 代 相 应 的 
造 代 利 . 这 样 ,将 式 (12) 迁 代 与 松弛 两 个 环节 归并 在 -- 起 , 即 得 SOR 方法 的 下 
列 计算 公式 : 


【1]) 【点 二 1 1 二) 。 
人 二 二 (人 一 v 1 一 >zz ) ， 7 = 1 ,2，… 


请 读者 自行 绘制 SOR 方 法 的 计算 流程 图 

超 松 缉 适 代 即 SOR 方法 具有 计算 公式 简单 .编制 程序 容易 等 帘 出 优点 , 它 
是 求解 大 型 稀 朴 方程 织 的 一 种 有 效 方 法 . 如 此 松弛 因子 w 选择 合适 ,SOR 2 
有 可 能 显著 地 提高 收 伍 速 嵌 . 

使 用 SOR 方法 的 关键 在 于 选取 合适 的 松弛 因子 . 松 抽 困 子 的 申 值 对 收 化 
速度 影响 枫 大 . 实际 计算 时 ,通常 依据 系数 下 阵 的 特点 ,并 结合 科学 计算 的 实践 
经 验 来 选取 合适 的 松弛 因 子 . 

例 4 下 wm =1.3, 用 SOR 方法 解 方程 组 


加 本 .| 十 二 省 上 1 十 了 一 1 








Ti 一 47ra+za+zu=1| 
| 了 1 二 dry 二 = 
| 1 十 十 3” 二 上 
要 求 精度 s =10…. 滚 方程 组 的 精确 解 为 (- 1, - 1,- 1，-1)， 
解 这 时 SOR 和 迭代 公式 为 
| 六 = 人) 
和 = (1 
了 和 下 如) 一 划 人 人 1 一 字 十 秆 代 共 一 人 ) 
下 
令 初 值 r”， = xz = =0, 取 松弛 因子 w=1.3 迁 代 11 次 获得 叶 足 精 
度 max | | 0 
SOR 方法 的 计算 最 与 松弛 因子 w 的 有 具体 选择 密切 相关， 设 用 SGOR 六 法 求 
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解 例 4, 下 表 显 示 松 弛 因子 w 与 迭代 次 数 N 的 关系 . 表 中 中 =1.0 为 Causs 一 
Seidel 达 代 ,= 1.3 为 最 佳 松 弛 因子 . 








本 章 将 运用 矩阵 记号 刻画 迭代 法 ,以 进一步 揭示 迁 代 法 的 实质 . 
由 于 线性 方程 组 ax = 是 个 隐 式 的 计算 模型 ,为 要 运用 迭 代 法 ,需要 将 它 
改写 成 “ 形 显 实 隐 "的 等 价 形式 


X=Cx+( 
式 中 G 称 和 迭代 和 阵 ， 据 此 即 可 建立 欠 代 公式 
全 同人 人 省 训 
没 计 求解 方程 组 Ar = 了 的 迭代 法 ,就 是 要 构造 出 合适 的 欠 代 矩阵 G ,使 得 
迭代 过 程 x =Gr ”+d 收敛 ,并 且 收 敛 的 速度 比较 快 . 
同方 程 求 根 的 迷 代 法 类 似 (参看 前 一 章 4.1 节 ) ,求解 线性 方程 组 Arx = 的 
迭代 法 ,其 设计 思想 是 将 所 给 计算 模型 逐步 显 式 化 . 问题 在 于 ,怎样 依据 所 给 系 
数 甜 阵 4 设计 出 合理 的 欠 代 矩阵 G 呢 ? 


| 5.5.1 矩阵 的 三 角 分 裂 


设 将 方程 组 Ax = 的 系数 矩阵 4 分 裂 成 对 角 阵 也 .严格 下 三 角 阵 也 与 严 
格 上 三 角 阵 也 三 种 成 分 


A = 也 十 了 + 已 
即 
东 Ga Li Li 
Qal Caa 刀 计 C 
ca ta 33 ts， | 三 
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中 有 1 0 ] | 0 4 [1 到 1 如 好 1 1 
， | an 
由 


0 他 2 由 








| 十 国 4 有 二 
， 

| 届 Cn [ ea 必 站 1 
则 所 给 方 程 组 4&z = 所 可 表 为 








【有 二 三 十 相生 三 贞 
令 左 端 仅 保留 对 角 成 分 ,而 将 其 余 成 分 挪 到 右 端 , 即 改写 成 伪 对 第 形式 
Pr= 一 ( 工 十 已 这 十 而 
则 有 
xs= 一 有 (EL+D+ 有 1 
据 此 设计 出 的 选 代 法 为 
0 (3) 
它 是 Jaeohi 夺 代 人 3) 的 抵 阵 形式 ,可见 Jacobi 迭代 的 选 代 和 矩阵 为 
= 一 有 (+ 
换 一 种 做 法 , 令 方程 组 4xr -= 五 的 左 端 仅 保 六 下 三 前 成 分 也 + 革 ,而 改写 成 
下 列 芍 志 角 形式 
(有 二 区 = 一 TOrT+ 下 
据 此 熏 计 出 选 代 法 
(下 二 二 入 二 (14》 
由 此 得 
Dox 
从 而 有 有 
二 
容易 看 出 , 它 是 (auss - Seidel 会 起 46) 的 玫 阵 形式 ,而 式 人 14 表明 ,Gauss 一 
Seidel 近代 的 大 代 此 阵 为 
人 一 一 (有 + 了 ) 


| 5.5.2 选 代 法 的 设计 机 理 


进一步 运用 预报 校正 技术 (参看 让 论 0.3 节 ) 剂 析 迁 代 法 的 设计 机 理 . 
设 有 解 的 铬 报 值 x ” ,寻求 校正 值 9 = xo 上 Ar, 俩 之 员 有 更 好 的 精度 : 
是 【Js 
妈 能 较为 准确 员 成 立 
用 As 一 总 0 十 而 
为 此 ,考察 如 下 形式 的 校 止 方程 
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Ar 一 0 13) 
其 中 阵 4 称 为 校正 矩阵 ， 自 然 要 求 ， 
(1) 4 与 & 相近 似 , 以 保证 选 代 过 程 收 全 
(2) 全 的 求 着 较 生 方便 ,以 保证 选 代 公式 形式 简单 
针对 矩阵 的 二 角 分 覃 4 = 五 1 二 + 也 ,采取 下 述 两 种 设计 策略 ， 


1. 取 和 的 对 角 成 分 万 充当 校正 矩阵 4 ,这 时 校正 方程 (15) 具 有 形式 
DAxr 一 一 Ar 十 下 


从 而 有 
BAx) 
= (六 一 二 演 ”十 吾 
= 一 ( 工 二 吕 )xo 十 而 
据 此 建立 的 选 代 公式 


和 1 一 一 必 1 十 Er 二 本 
妇 Jaceobi 公 趟 113) 
2 . 若 取 4 的 下 三 角 成 分 史 + 工 充当 校正 矩阵 去 ,这 时 校正 方程 (15) 具 有 
形式 
【 卫 二 工 )AA 一 一 站 大 人 十 和 


从 面 有 
( 且 1 工 和 (于 
=《( 及 + 开题 Jx 十 而 
= 一 了 xf 二 再 
据 此 建立 的 选 代 公 或 
(+ 开 ) (二 


即 Gauss - Seidal 公式 (4)， 

通过 以 上 分 析 可 以 看 到 ,求解 线性 方程 组 的 Jacebi 夺 代 与 (Ciauss - Seidel 挝 
代 , 世 们 分 别 苇 于 用 对 角 成 分 瑟 与 二 和 朋 成 分 + 工 近似 所 给 皇 阵 和 

问题 在 于 ,什么 样 的 系数 化 阵 开 有 具有 这 种 相似 性 呢 ? 

前 面 3.3 节 的 回答 是 ,对 角 占 优 阵 正 是 这 种 征 阵 . 木 难 想像 ,对 于 对 角 占 优 
阵 4 , 它 的 对 角 成 分 了 或 三 角 成 分 呈 + 王 可 以 近似 地 表达 4 , 国 而 这 时 Jacobi 
和 渤 代 与 Gauss - Seide] 选 代 是 收 项 的. 
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小 结 


本 章 介绍 线性 方程 组 的 迭代 法 . 这 里 选 代 法 的 设计 依 然 是 算法 设计 基本 技 
本 的 具体 和 运用. 

本 章 5.2 池 与 $.5 节 运用 校正 技术 烙 兹 了 两 种 夺 代 公式 Jacobi 公 形 与 
(iauss 一 Seide| 公式 . 控 正 技术 揭示 出 迭代 公式 的 合理 性 { 委 站 5S.5.2 小 节 ), 从 
而 为 收 笋 性 分 析 做 了 铺 披 ， 

收 敏 性 决定 了 洗 代 法 的 育 效 性 . S$.3 节 指出 ,过 代 过 程 是 否 收 就 取 决 于 迁 
代 误 郑 是 人 冰 具 育 一 致 的 私 缩 性 ， 如果 将 迭代 误差 理解 为 每 一 夺 代 步 的 规模 , 那 
么 在 和 迭代 过 程 中 问题 的 规模 是 逐步 压缩 的 ， 

选 代 过 程 的 加速 收 赦 具有 重要 意义. 5.4 节 络 出 有 重要 实用 价值 的 SOR 方 
法 ,其 关键 依然 是 选取 人 台 适 的 村 缉 因子 . 

旋 阵 是 一 种 强 有 为 的 数学 工具 . 还 用 给 阵 可 以 对 数据 体 进 行 整 怀 分 析 和 批 
其 处 理 ， 

少 想 阵 分 析 的 苗 度 来 着 , 么 数 钝 隆 为 对 角 阵 或 三 角 阵 的 方程 组 是 简单 的 ,而 
用 迁 代 法 求解 线性 方程 组 ,其 实质 是 将 所 给 方程 组 的 求解 化 归 为 对 前 方程 组 或 
三 角 方 程 组 求解 讨 程 的 重复 ( 乱 看 5.5 节 )， 

将 复杂 化 归 为 简单 的 重复 ,这 种 做 法 究竟 是 否 有 效 , 取 凑 于 所 纵 系 数 矩 阵 的 
对 前 成 分 或 三 多 成 分 是 否 同 它 自 身 “ 很 相像 ”一 个 很 自然 的 结论 是 ,如 果 所 给 
系数 矩阵 基 对 角 占 优 的 ,那么 它 的 对 消 成 分 或 三 角 成 分 同 它 很 相知 ,因而 这 时 迁 
代 法 是 妆 绍 的 (和 验 看 5.3 节 )》. 

5.5 节 的 给 隆 分 裂 技 术 深刻 地 揭示 了 选 代 法 的 本 质 . 犯 阵 的 三 角 分 虱 是 平 
开 的 ,不 需要 做 任何 运算 手续 ,因而 ,基于 算 阵 分 裂 的 选 代 法 为 此 付出 了 沉重 的 
代价 ,迭代 过 程 需要 大 量 的 重复 计算 ,甚至 可 能 迭代 法 不 收 敏 . 

值得 强调 指出 的 是 ,比较 泛 伐 法 的 虑 阵 分 有 裂 技 术 与 下 一 章 直 接 法 的 和 阵 分 
解 技术 ,它们 两 者 的 对 立 统 ~- 性 表明 算法 设计 学 的 深层 次 的 数学 美 ， 














题解 5.1 和 迭代 公式 的 设计 


提要 迁 代 法 的 设计 机 理 足 ,将 所 给 方程 组 4x = 五 的 系数 矩阵 4 分 烈 为 和 = 

M4+ AN 的 形式 ,要 求 其 中 一 个 分 裂 阵 M 比较 容易 求 道 , 这 样 , 檐 所 给 方程 组 
(+Ni=E 即 Mxr= -NANr+ 上 可 建立 起 渤 代 公式 
RM 一 WO 

设计 选 代 法 的 关键 在 于 选取 合适 的 分 裂 岳 阵 末 . 设 进行 矩阵 分 裂 4 = 万 + 
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1 TD, 共 中 六 为 对 人 阵 ,二 和 吕 则 分 别 为 严格 下 二 阵 与 严格 上 一 莉 阵 , 那 
各 ,如 果 眼 对 角 阵 五 作为 分 裂 阵 旺 , 则 所 设计 出 的 选 代 法 就 是 Jacobi 选 代 , 谭 冀 
取 下 于 表 阵 号 + 工 作为 分 到 孟 邮 , 则 所 浇 计 出 的 选 代 法 是 Gauss- Seidel 先 代 . 
自然 会 间 , 针 对 年 阵 分 裂 4 = 二 + 呈 1 口 ,如 果 选 取 上 二 角 陈 厂 + U 作为 分 
裂 阵 W , 即 采取 分 裂 方 式 4 (有 D+ DJ+ 荆 ,部 各 会 设计 启 什 么 样 的 选 代 法 呢 ? 
题 1 考察 一 阶 方 程 组 
名 二 十 全 下 和 一 
证 引 二 十 和 丰 是 定 二 和 玫 汪汪， 二 而， 
| 于 
坛 针对 计算 顺序 :一 rs 一 基 建立 道 序 的 Ciauss- Seidel 夺 代 公式 ， 
解 ”首先 改写 所 给 方 程 组 , 令 其 左 端 仅 保 曾 上 三 角 成 分 ( 试 与 本 章 5.2 攻 的 
做 法 相 比 较 ): 
[人 十 ar 二 
， 从 了 2 省 十 四 
| | 3 
据 此 可 建立 预报 校 止 系统 
站 
加 志 王后 由 十 站 1 = 囊 ， 一 总 31 交合 
| 一 一 好 
从 而 建立 起 道 序 计算 ri->zs 一 2 的 Gauss- Seidel 迭代 公 趟 
一 JAe is 
二 【5 一 加 和 一 下 站 定 生 Za ii 
题 2 考察 惩 阵 分 裂 4= (号 + 也)+ 工 , 试 给 出 求解 方程 组 4x = 五 的 选 代 
公式 ,并 与 Gauss - Seidel 选 代 比 较 计 算 版 序 ， 
解 ” 据 分 裂 方式 4= (Dr+PE)+L 建立 起 的 达 代 公式 是 
(有 二 也) = 一 工人 十 且 


即 
YE 一 人 
其 分 量 形 式 为 
1 1 上 
kt 一 一 -- 上 忆 加 ， 呈 
他 半 t 富 | 5 让， 二 一 1 ，] 


这 样 设计 出 的 选 代 公 式 , 它 的 每 一 步道 向 计算 了 人 -> -> 
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大 计算 顺序 愉 好 与 Gauss - Scidel 竟 代 相反 ,在 这 个 意 祥 下 可 以 将 它 看 和 怀 
(iauss Sejdel 夺 代 的 反方 法 . 

相 皮 相 成 . 将 人 止 反 酚 种 fiauss - Seidel 夺 代 相 上 配 . 邹 可 生成 下 述 Causs - 
Seidel 预报 枕 目 系统 ， 

题 3 今生 阵 4 (0 分裂 为 上 = 开 1 玫 +D0 的 形式 ,其 中 呈 为 对 贡 
阵 , 工 当 吕 分 别 为 产 格 下 - : 角 阵 与 严格 上 三 角 阵 , 试 到 出 让 向 反 疝 (Tauss 一 Sej- 
del 选 代 的 预报 校 止 系统 . 

解 其 顶 报 校 止 系统 形 旭 

预报  【 六 + 并 La 二 和 





校正 《人 D1 Ex 二 一 工 让 十 而 
相应 的 分 晤 形式 是 
-上 

ie 
人 
四 | 

二 [1 上 二 ， 

一 一 { 训 -- 人 1 一 人 )， 了 一 是 一 
下 了 工 JrT+1 


题解 5.2 和 迭代 过 程 的 收敛 性 


提要 ” 收 伍 性 的 判别 很 重要 . 本 书 推 荐 了 判别 先 代 过 程 收 伍 的 一 个 充分 条 
件 , 即 检查 所 给 方 往 组 的 系数 定 阵 是 否 对 角 占 优 . 这 项 条 件 容易 检验 ,而 且 , 从 
实际 问题 中 归 绑 册 来 的 大 型 线性 方程 组 往往 具有 这 种 特性 . 

题 1 说 方程 组 4&r= 的 系数 征 阵 4 具有 形式 : 








[| 底 刀 1 1 
《1 和 =|a 1 ae os- 站 |， 
和 站 1 ilxe 自 天 
试问 当 参 数 4 取 何 值 时 方 能 保证 矩阵 4 为 对 角 占 优 . 
解 前 者 柳 求 ja |< 子 ,后 者 要 求 |e| >2. 
题 了 设 oaua2 么 0, 让 明 求 解 方程 组 
| 


Er1 十 和 aya 二 站 








的 Jacopi 只 代 与 Gauss - Seidel 迁 代 同时 收 伍 或 同时 发 散 . 
解 ” 先 考察 Jacobi 只 代 
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| 4 氏 13 人 1 
-一 光 十 一 一 
j 如 11 斌 1 
可 
本 疡 : 
.了 一 





42 惕 和 
这 里 只 代 误差 e9 = 1zr 一 1 =1,2, 满 是 


站 
妃 


| 
tk | 他 
人 | 各 | 


下 1 





《+1l 一 
它 - 一 


| 
人 31 人 





人 2 | 


电 此 避免 , 这 时 保证 欠 代 站 化 的 充 要 条 件 是 


以 和 总 3 











类 似 地 可 以 和 证明, 这 项 条 件 同 样 是 保证 Gauss - Seidel 选 代 收 误 的 完 查 
条 件 . 


习 是 五 


1 用 Jacebi 选 代 与 (iauss Seidal 选 代 求 解 方程 组 
人 十 .一 了 
| 242=) 
要 求 保留 3 位 有 效 数 字 ， 
2， 试 列 出 求解 下 列 方程 组 的 facephi 夺 代 公式 和 Ganss - Seidel 选 代 公 式 , 并 考察 远 代 过 
程 的 收 仇 性 ， 
103 4 一 Sr 一 一 了 
| 1 ea 一 Sr 
ja 28 
人 一 arydT2xi+ 了 ri=17 
外 别 用 JaroDpi 选 代 与 biauss - Seidel 吐 代 求解 方 穆 组 
mn 十 号 
0 辐 
1 3 
az1+a -Sr 一 一 上 
4. 加 工 题 3 的 方程 组 ,譬如 调换 方程 的 排列 严 序 ,以 保证 选 代 过 程 的 收敛 性 . 
35, 将 和 4 分 烈 为 入 一 工 + 用 + 型 , 试 以 五 + 5 为 校 开 抢 阵 设计 出 一 种 求解 方程 组 4r = 
的 选 代 公式 . 
6. 若 生 可 写成 奶 下 分 块 形式 


[人 | 
瘦 一 
冲 2 克 2 








人 


153 





其 中 4 ,As 区 为 可 道 方 阵 , 且 易 于 求 着, 示 以 
1 必 
IN 
为 校正 宅 阵 设计 出 一 种 求解 方程 组 4r = 了 的 选 代 会 式 . 
7， 分别 用 Jacoli 选 代 与 Ciauss Seidel 夺 代 求解 方程 组 


人 2 ft0.Saa+0Szs=0 
人 | 一 1 二 一 了 (2) 40.5r t+ 十 自 .Sr 一 总 .3 
-1 + 了 了: 1 一 -17 [057 汪 愉 - 生 rs 十 二 一 了 


8. 取 w= 1.325 用 松弛 法 求解 下 列 方程 组 ,要求 精度 为 x 1071: 


[2 31 


1 吉宗 一 3 一 2 人 
| 一 全 十 4 二 一 12 
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上 一 再 介绍 了 求解 线性 方程 组 的 欠 代 法 . 迭代 法 的 设计 思想 是 ,将 所 给 线 
性 方程 组 的 求解 过 程 化 归 为 三 角 方 程 组 或 对 角 方 程 组 求解 过 程 的 重复 ， 

所 谓 求 解 线性 方程 组 的 直接 法 ,就 是 通过 有 限 步 的 运算 手续 ,将 所 给 方程 组 
直接 加 工 成 某 个 三 角 方 程 组 万 至 对 角 方 程 组 来 求解 . 众所周知 的 消去 法 就 是 这 
样 一 类 方法 , 它 运 用 消 元 手续 实现 这 种 加 工 ， 

消去 法 是 一 类 古老 的 算法 . 两 千年 前 的 中 国 古 代 算 经 人 4 九 章 算术 ;中 总 记载 
有 解 线性 方 称 组 的 销 元 技术 (参看 本 章 6.6 节 ) ,其 设计 机 理 同 近代 Gauss 消去 
法 (参看 本 意 6.5S 节 ) 一 脉 相 承 . 

解 线性 方程 组 的 直接 法 主要 分 消去 法 与 抢 阵 分 解 方法 两 大 类 , 为 了 揭示 这 
琴 类 方法 的 内 在 联系 ,本 章 6.1 节 和 6.2 节 首 先 考 察 三 对 角 方 程 组 的 特殊 情形 . 

解 三 对 角 方 程 组 的 常用 方法 是 追赶 法 ,追赶 法 是 本 章 的 核心 内 容 . 本 章 介 
绍 的 对 称 方程 组 (6.4 节 ) 万 至 一 般 线性 方程 组 (6.3 节 与 6.5 节 ) 的 解法 ,本 质 上 
都 是 追赶 法 的 延伸 与 拓 广 . 





| 6.1.1 二 对 角 方 程 组 的 回 代 过 程 

含有 大 量 堆 元素 的 矩阵 称 为 稀 疏 阵 . 对 角 阵 是 稀 朴 阵 平凡 的 特例 ,其 非 寺 
元 素 集 中 分 布 在 主 对 角 线 上 ,如 图 6.1 所 示 . 

如 果 和 卸 阵 的 非 零 元 素 集 中 分 布 在 主 对 角 线 以 及 下 (或 上 ) 次 对 角 线 上 ,这样 
的 矩阵 称 作 下 (或 上 ) 二 对 角 阵 ,其 结构 如 图 6.2 所 示 , 相 应 的 方程 组 称 作 下 (或 


上 ) 二 对 角 方 程 组 . 
0 
[se 














由 吧 


疼 6.1 对 和 角 阵 示意 图 图 6.2 和 王 二 对 角 阵 与 上 二 对 角 阵 示意 图 


0 








565.1 追 赶 法 1558 





| 太 ， = 记 


jos + Dr 六 





人 二 
即 
Je 
[ar 1 在 二 3 
据 此 月 上 而 上 连 步 世代 邯 可 顺序 得 出 它 的 解 
则 1 人 
这 里 回 代 公式 为 
2 
LA 
类 似 地 ,对 于 六 二 对 和 角 方 程 组 


邮 


据 此 上 下 而 上 这 步 回 代 邯 可 道 序 得 出 它 的 解 


二 < 1 于 寺 ] 


这 里 回 代 公式 为 
| 二 AD 
| = ( 方 -er 7=n-1lm 2 1 
击 此 可 见 , 对 于 系数 矩阵 为 一 对 节 阵 的 简单 情缘 ,方程 组 前 求解 是 容易 的 . 
小 过 醒 要 特别 注意 解 的 次 序 . 下 二 对 角 方程 组 的 解 旦 顺序 得 出 的 ,其 求解 过 程 
称 作 追 的 过 程 ; 反 之 ,上 二 对 第 方程 组 的 解 则 是 道 序 生成 的 , 共 求 解 过 程 称 作 赶 
的 过 程 . 一 央 : 道 ,一 孔 … 赶 ， 
无 论 是 追 的 过 程 还 是 赴 的 过 程 ,每 做 一 步 , 表 基 将 所 给 下 二 对 角 方 称 组 或 上 
一 对 第 方程 组 化 归 为 变 元 个 数 减 ] 的 类 现 相 同 的 二 对 和 方程 组 ,内 此 ,这 秋 问 代 
算法 是 规模 缩减 技术 的 县 体 府 用 . 
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6.1.2 追赶 法 的 设计 思想 


如 果 系 数 御 隆 的 非 零 元 素 集 中 分 布 在 主 对 角 线 及 其 上 .下 两 条 次 对 和 角 线 上 
(大 图 6.3) ,这 类 稀 蚊 年 阵 称 作 三 对 角 阵 .系数 下 阵 为 : :对 基 阵 的 线性 诱 程 组 称 


作 呈 三 对 角 的 . 
SS 


多 6.3 二 对 朋 阵 示意 图 





前 而 已 指出 ,作为 三 对 和 角 方程 组 的 特例 ,一 对 前 方程 组 的 情形 是 容易 处 理 
的 . 自然 会 问 ,二 对 角 方 程 组 能 理化 归 为 二 对 角 方 程 给 来 求解 呢 ? 
斯 调 追 赴 法 正 是 基于 这 一 思想 设计 出 来 的 . 
先 苦 察 一 航 二 对 角 方 程 组 
[Pi +eda= 万 
] eazi1+nary dradty= 态 《1 
:3 二 
运用 人 们 所 智 知 的 消 元 手续 进行 加工. 第 1 步 ,将 式 (1 六 中 的 系数 化 为 了, 使 
之 加 工 成 艺 
1 十 有 3 二 【21 
的 形式 , 式 中 
1 二 三 
然后 利 几 式 (2J 内 式 人 1 中 消去 ri ,得 
Ga 
骨 将 其 中 的 系 粗 化 为 上 ,使 之 川 工 成 
ra 【3 
的 形式 , 易 知 
za =eavAfoz Ganl) 
(人 户 一 as 6) 
最 后 将 式 (3) 代 入 式 (1) ,从 中 请 去 r。 , 即 可 定 出 
二 3 


和 本 蔬 以 5 要 可 方程 组 5 的 第 关 个 方 释 . 





这 时 
3 一 【六 一 ay 一 sa 
这 样 ,通过 从 所 周知 的 消 元 手续 ,所 给 方程 组 (1) 被 如 二 成 如 下 形式 的 单位 上 二 
对 角 方 程 组 
T 十 Ta 二 3 
1 3 二 


La 


| 一 33 


人 


后 者 通过 同 代 手续 立即 解 出 


人 1 


6.1.3 追赶 法 的 计算 公式 
一 般 地 ,对 于 系数 阵 为 过 对 角 阵 
1 ee 1 





准 一 3 村 “1 
1 
， 


的 方程 组 
| Te 二 上 
二 《3 ) 
鸭 二 
其 加工 过 程 分 消 匹 与 同 代 酚 个 环 季 ， 
1 消 元 过 程 将 所 给 三 对 角 方 程 组 64) 向 工 成 易于 求解 的 单位 上 二 对 角 方 
程 组 


『 


二 I=12 一] 


1 = (S) 
二 
为 此 所 要 施行 的 运 等 手续 是 
Be 3 
二 1 一 2.3 一 {61 


LV， 【 广 一 和 一 刀 ;| ，) ， 1 = 
2. 回 代 过 程 进 - 步 求 解 加 工 得 出 的 一 对 角 方 程 组 (5) ,其 计算 公式 是 
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4 (7) 
1 = 
显然 ,上述 随 个 计算 环节 一 一 无 论 是 销 元 过 程 还 是 辐 代 过 程 ,它们 都 龙 规 模 
缮 减 技 术 的 兵 体 运 用 . 这 里 可 将 变 元 的 个 数 视 为 线性 方程 组 的 毁 模 ,这 样 ,每 通 
过 河 元 手续 削 去 -- 个 变 拒 ,计算 问题 的 规模 便 相 庶 地 减 1 , 睾 贞 到 每 个 方程 仅 浊 
-个 变 元 时 即 可 得 出 所 求 的 解 ， 
雯 要 指出 的 是 , 上述 消 元 过 程 与 外 代 进 程 这 两 个 环节 胡 关 实 质 性 的 差异 :前 
彰 是 顺序 计算 wo> > > 而 后 者 则 是 道 序 求 解 六 zz 刘 前 
而 6.1.1 小 节 所 述 , 通 党 称 和 前 者 为 追 的 过 程 , 贞 称 后 者 为 赶 的 过 程 . 求解 二 对 角 
方程 组 的 二 述 方法 则 称 为 追赶 法 . 
总 之 ,追赶 法 网 证 计 机 旺 足 将 所 给 三 对 角 方 程 组 (4 化 归 为 简单 的 一 对 前 方 
程 组 (5) 米 求解 ,从 而 达到 化 繁 为 简 的 日 的 ， 


| 6.1.4 追赶 法 的 计算 流程 


再 审视 扎 赴 读 的 计算 公 芝 167 和 式 57) ,不 难 看 出 ,这 类 方法 可 划分 为 预 处 
理 . 追 的 过 程 与 直 的 过 程 二 个 环节 
算法 6.11:: 对 阴 方 程 组 的 追赶 法 ) 
1. 预 处 理 生成 方程 组 (3) 的 系数 ， 及 上 攻 除 数 咏 .事实 上 , 按 式 (6) 可 ， 
| 侍奉 和 牛 碟 旨 与 下: ] 























< 二 是 | 一 妈 一 人 六 呈 ， | > 旭 ， 
其 计算 公式 为 
4， 三 几 ， 
Te 
人 je 


7 
2. 追 的 过 程 ”有 央 序 生成 方程 组 (5) 的 右 端 六 : 
3 人 
描 式 (6 计算 公式 为 


| > 三 【太一 站 DA， 
3. 赶 的 过 程 ” 关 导 得 出 方程 组 15)? 的 解 





了 
其 计算 会 或 按 式 (7) 为 


】 寺 且 an 








[一 -一 ， -- 站 -. 
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式 实 际 编制 程序 时 ,可 用 数据 单元 c 和 上 分别 存放 中 间 结 果 忆 和 ,在 同 代 
过 程 中 又 可 将 求 得 的 六 骨 存 进 单 瑟 拓 而 按 弃 其 中 的 老 值 .图 6.4 采 用 了 这 种 
压缩 存 情 方法 . 








记过 (impoeolG 






天 <fcA 1 


三 凡 一 1 天 一 并 


恒 6.4 追 芷 法 的 计算 流程 


| 6.1.5 追赶 法 的 可 行 性 


为 鸽 记 赴 法 的 订 算 过 程 不 致 中 断 , 必 须要 求 算 式 中 的 分 母 志 全 不 为 0. 为 
此 考察 系数 了 为 对 前 占 优 阵 的 情形 (参看 前 一 章 $.3.3 小 节 》 
定 兴 ”和 称 二 对 角 阵 
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| 名 C1 0 
KE 省 
C3 0， C3 
4 三 . 








0 Lt， /， 
为 对 角 占 优 阵 ,如 果 其 主 对 角 元 素 的 绝对 值 大 于 同行 次 对 角 元 素 的 绝对 值 之 和 ， 
即 成 立 
| 这 下 | 
| 看 | 莹 | 政 | 二 | 垣 1 人 48， 
,| >|a，| 
定理 1 如 果 所 给 三 对 角 方 程 组 (4) 的 系数 矩阵 是 对 角 占 优 的 , 则 除数 
d (=1.2,…,) 的 值 全 不 为 0, 从 而 前 述 追 赶 过 程 不 会 中 断 . 
证 按 对 角 占 优 条 件 (8) 
| 即 | = | 者 | 深 
知 必 天 0, 又 
| Cl | 世 16 
上 1 


| | = 





故 再 利用 (8) 有 
| 总 | 二 | 榴 专 大吉 则 | 尝 | 遍 | = le | >| ec | 

因而 瀛 和 0. 依 此 类 推 知 其 余 df 全 不 为 0, 定 理 得 证 . 

最 后 统计 追赶 法 的 计算 量 ， 

追赶 法 针对 三 对 角 方 程 组 的 具体 特点 ,在 设计 算法 时 将 大 量 的 零 元 素 拔 开 ， 
从 而 大 大 地 节省 了 计算 量 . 易 知 追赶 法 大 约 需要 3 次 加 减 运算 与 S 次 乘除 
运算 ， 

在 计算 机 上 ,追赶 法 是 求解 三 对 角 方 程 组 的 一 种 有 效 方法 , 它 具 有 计算 量 
小 .方法 简单 及 算法 稳定 等 优点 ,因而 有 广泛 的 实际 应 用 . 不 过 ,如 果 三 对 角 方 
程 组 的 系数 矩阵 并 非 对 角 占 优 阵 , 则 追赶 法 可 能 失效 ,这 时 可 采用 后 文 6.5 节 推 
荐 的 选 主 元 消去 法 . 








6.2.1 三 对 角 阵 的 二 对 角 分 解 


前 面 已 看 到 ,追赶 法 的 设计 思想 是 ,通过 消 元 手续 将 所 给 三 对 角 方 程 组 (4) 
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加 .成 二 对 间 方程 组 (5) ,后 省 求解 是 容易 的 . 和 然 会 问 ,能 否 运 用 某 种 技术 ,由 
方程 组 (4}) 的 系数 抵 阵 和 直接 如 工 出 方程 组 (5) 的 系数 气 阵 


站 本 他 | 
1 as 


= 人 
0 1 
唱 ? 


为 了 同 答 这 个 问题 ,将 所 给 年 阵 4 分 解 为 于 述 形式 的 单位 上 二 对 角 阵 已 与 
某 个 下 二 对 角 阵 








刀 ， 人 
站 时， 
了 - 1 
| 9 z 
的 乘积 4= 夺 D, 即 令 
丰 | 0 | 








| 身 刀 ， 王 ， | 
本 0 入 0 
1 二 1 
1 刀 XX 《1 
| 1 1 
依据 上 上述 抑 阵 哇 和 开 式 ,如 何 利 用 已 给 数据 ctei 证 出 分 解 阵 的 元 素 志 
和 六 呢 ? 
先 堆 察 -4 的 具体 情形 ,这 时 矩阵 分 解 49) 表 现 为 
| 下， Pi 办 | fa， 四 1 11 2 
6 用， Pr 1 计 : ] 上 
03 百 ， ff 1 | 1 
0 < 0 1 dz 0 1 
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将 这 一 托 阵 关系 式 按 和 卸 阵 苹 法 规则 展开 ,得 
用 | 富 
8 
Ga 二 
cd 
故而 上 和 看, 这样 灶 结 出 的 关系 式 是 个 关于 变 元 古本 ,于 的 非 线 性 方程 组 , 它 
的 求解 存在 实质 性 的 风 难 . 其 实 , 只 此 合 埋 地 设 定 计算 顺序 , 解 出 上 述 方 各 组 计 
不 用 难 ， 
首先 注意 一 个 明显 的 事实 :这 里 斤 阵 工 的 次 对 荐 无 素 与 所 给 和 托 阵 4 相同 ， 
即 戌 立 











1 
进步 深入 观察 木 难 发 现 , 分 解 阵 工 ,D 的 其 余 元 素 可 以 逐 行 依次 求 出 : 
轩 ) 一 丰 | ， 下 | 一 CA 
cl = -ea as: 一 civil 
好 = ea aa 一 Cave， 
他 二 和 
上 述 分 解 手 续 可 推广 利和 阶 三 对 前 阵 的 - : 股 情 彤 ， 
将 符 阵 关系 式 (9) 按 年 阵 乘法 规则 展 井 , 易 知 分 解 阵 工 与 原生 阵 & 的 下 次 
对 角 线 相同 , 苑 有 志 =e=2;3， 和 2, 从 而 于 上 其 有 形式 


好 必 
| 旭 : 
工 - | ca 全 3 
|， Q， 刀 
此 外 依 算 阵 乘 法 规则 可 列 出 方程 
吾 二 寻 | 
5 二 到， 


站 二 本 


据 此 可 逐 行 定 出 定 阵 开 与 书 的 各 个 元 素 , 其 计算 公式 为 


] 生 二 和 ， (10) 
1 “ 局 本 
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| 6.2.2 基于 和 矩阵 分 解 的 追赶 法 


基于 三 对 节 阵 4 的 二 对 角 分 解 人 = 开口 ,所 给 方程 组 Ar = 了 即 
LUx) 三 大 
可 化 归 为 Ly= 了 与 Ux= 了 两 个 方程 组 来 求解 ,前 者 Ly= 了 是 下 二 对 角 方 程 组 ， 
其 具体 形式 是 





| 人 we= 访 
的 十 届 了 凡 三 而 二 253557 香 
回 代 解 得 
上 三 Ltd 
| 本 二 《页 一 人 人， 
而 后 者 Ux =y 即 前 述 方 程 组 ($) ,其 求解 公式 已 由 式 (7) 给 出 . 
这 样 , 在 预先 进行 矩阵 分 解 的 前 提 下 ,所 给 三 对 角 方 程 组 (4) 可 化 归 为 两 个 
二 对 角 方 程 组 来 解 . 这 一 解 题 过 程 可 划分 为 如 下 三 个 环节 ; 
1. 预 处 理 ”分解 算 阵 4 = 二 口 , 即 依 式 (10) 逐 行 交 替 计 算 分 和解 阵 工 与 避 的 
元 素 


(1 1) 


丰 和 0 
2. 追 的 过 程 ” 解 二 对 角 方 程 组 y = 了, 即 依 式 (11) 顺 序 计算 
Vi 3 2 有 
3. 赶 的 过 程 ” 解 单位 上 二 对 角 方 程 组 Ux = y, 即 依 式 (7) 逆 序 求解 


=“ 一- 一 和 ee 一 和 了 
开 ， 5 民 1 


容易 看 出 ,上 述 矩 阵 分 解 方法 与 前 述 追赶 法 是 一 致 的 . 它 表 明 ,追赶 法 的 一 
追 一 赶 两 个 过 程 ,其 实质 是 ,将 所 给 三 对 角 方 程 组 化 归 为 下 二 对 角 方 程 组 与 上 二 
对 角 方 程 组 来 求解 

综 上 所 述 , 宅 阵 分 解 4 =EU 是 一 种 代数 化 方法 ,分解 窍 阵 工 ,OU 中 的 元 素 
作为 待定 参数 ,它们 满足 某 个 代数 方程 组 , 值得 注意 的 是 ,尽管 这 个 方程 组 是 非 
线性 的 ,但 适当 设 定 计算 顺序 即 可 归纳 出 显 式 化 的 分 解 公 式 . 

这 类 矩阵 分 解 方法 亦 可 用 来 求解 一 般 形 式 的 线性 方程 组 . 


| 6.3.1 和 矩阵 的 工 U 分 解 


上 一 节 处 理 三 对 角 方 程 组 的 矩阵 分 解 方法 ,其 设计 思想 对 于 一 般 形 式 的 线 
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性 方程 组 4&xr = 声 同 样 是 月 效 的 ， 
于 实 上 , 设 系数 年 陈 4 可 分 解 成 下 二 角 阵 于 与 上 上 一角 阵 1 的 来 积 





条 一 工 蕊 
则 所 给 方程 组 4x = 声 即 
工 (Dxy) 一 所 
可 化 归 为 两 个 一 囊 方 程 组 
二 吾 
DY 三 昱 
来 求解 . 正如 上 上 一 章 S. 工 节 所 指出 的 ,于 间 方程 给 有 简单 的 回 代 会 起 :求解 是 方 


便 的 ， 

值得 注意 的 是 ,类 辐 十 一 对 前 方程 组 的 情 彤 ,这 里 ,下 三 角 方 程 组 工 ?=3 的 
辐 代 过 程 是 个 顺序 计算 一 六 一 公 一 六 的 追 的 过 程 ,而 上 三 角 方 程 组 Ux =》 
的 回 代 过 程 则 足 首 序 求解 ,一 ,一 … 一 2 的 赶 的 过 程 . 央 此 ,上 述 矩 阵 分 解 
方法 可 理解 为 广 六 的 追赶 法 ， 

在 县 体 实 施 广 交 追 赶 法 时 ,将 会 看 到 ,矩阵 的 二 角 分 解 有 下 列 两 种 方案 可 供 


.3.2 矩阵 的 Crout 分 解 


首先 考察 年 阵 分 解 4 = 工 忆 | ,这 里 王 为 下 三 角 阵 , D 为 萌 位 上 三 角 阵 ,如 
对 关 阶 征 阵 各 有 


GT 和 | 1 人 
Ga 0 | 三 | 3 

1 

| 
人 3 3 











接 矩阵 乘法 规则 展开 ,有 
en 二 t0， 6 二 ilz， 外 3 
中 11 二 1 Ci 二 十 2 {121) 


各 3 二 上 ， Ga 二 人 21 二 3 ， 外 和 3 了 3 
这 样 归结 出 的 分 解 公式 是 个 关于 变 志 1, 的 非 线性 方程 组 
为 要求 解 线性 方程 组 ,运用 移 阵 分 解 方法 所 归结 出 的 竞 然 是 个 非 线性 方程 
组 ,这 样 处 理 合 适 吗 ? 
其 实 这 种 疑虑 中 和 多余 的 . 事实 上 ,如果 对 分 解 会 式 (12) 设 定 计算 顺序 ,譬如 
逐 行 千 成 分 解 阵 于, 局 各 个 抑 索 (波纹 线 所 示 ) 
全 是 
人 


六 寻 3 4 3 





下 
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那么 , 它 的 每 一 步 计算 都 是 旺 起 的: 


ti 二 站 下 8 三 axii 


1 
1 
这 一 事实 只 有 普遍 意义 ,对 手 一 般 形 式 的 矩阵 分 解 4 =D ,这 里 所 为 下 
三 表 阵 而 D 为 单位 上 三 角 阵 , 则 所 给 方程 组 Ar= 各 , 即 玫 (Exz)= 玉 可 化 归 为 
下 二 角 方 程 组 工 y= 起 和 单位 上 三 和 方 程 组 gx = ?来 求解 . 分 解 方 式 和 = 王 让 
称 作 秆 阵 4 的 Crout 分 解 . 
基于 矩阵 4 的 Creut 分 解 ,方程 组 4&xr = 声 即 


具 


忆 四 
> | 


1 





的 求解 分 为 三 个 环节 











算法 6,29(Crout 矩阵 分 解 方法 ) 
1 预 处 理 ”实现 定 阵 分 解 44= 工 D: 对 =1,2,…,， 计算 


了 -1 
1 一 > 了 一 有 2 
和 -] 





- 1 “ 
昌 [ea， 一 SA 7 了 1 十 2 
点 -1 


2. 追 的 过 程 解 下 三 角 方 程 组 Ty = 志 即 


| 回 代 公 起 为 





站 
1 一 ( 人 > 7 二 二 2 
1 


3, 赶 的 过 程 ” 解 单位 上 三 角 方 程 组 Dr= 了 即 
| 


用 
殖 ， 
;十 > 2 
1 Tt+] 








了 ;二 多 MP 








和 11 
四 瘟 约 害 , 和 式 之 ;( ) 当 1 同时 其 值 为 0. 避 如 > ( ) 和 习 ，( ) 都 是 血 设 的 项 .可 册 队 . 
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由 此 看 出 ,求解 一 般 方程 组 的 矩阵 分 解 方法 ,其 设计 机 理 与 设计 方法 同 三 对 
角 方 程 组 的 追赶 法 (参看 本 章 6.2.2 小 节 ) 如 出 一 和 . 


6.3.3 和 矩阵 的 Doolittle 分 解 


对 比 = 工 U 还 可 以 再 考虑 4= 工 忆 的 分 解 方式 ,这 里 忆 为 上 三 角 阵 ， 
于 ,为 单位 下 三 角 阵 ,如 对 三 阶 年 阵 4 有 





Qi Ca Ci 1 0 中 Ma 计 
L3 妈 从 夺 二 La 1 | ta 3 
LEC3 Ci (33 li La 1 0 信和 
仍 按 算 阵 乘法 规则 展开 ,有 
Ci 一 LN， &ia 一 xi， &3 413 
4a 二 人 Way da 一 La 23， 4d23 三 LU 二 以 3 


六 汪 pa 大。 总 三 帮 和 La io 充填 ME 十 tt33 
容易 看 出 ,这 里 仍 可 逐 行 生成 工 , 与 U 的 各 个 元 素 (波纹 线 所 示 ) 
Mtayit5 
3 


攻 全 于 交 | 3 


其 计算 公式 为 
下 让 一 Cdt Mi 三 cti2， ta 三 Ci 
上 本 Ma22 一 好 2 1 MI2， 33 一 C33 3 


1 三 UV， (一 人) 3 二 0 一 全 一 La 

这 一 事实 同样 有 普遍 意义 . 对 于 一 般 的 阶 矩阵 4, 设 将 它 分 解 为 4= 
上 了 的 形式 ,这 里 避 为 上 三 角 阵 而 天 ,为 单位 下 三 角 阵 , 则 所 给 方程 组 Ax = 
即 寺 (CUx ) = 玉 可 化 归 为 单位 下 三 角 方 程 组 Liy= 届 与 上 三 角 方 程 组 Ux = 了 玉 
求解 . 分 解 方式 4 = 革 U 称 作 乍 阵 4A 的 Doolittle 分 解 . 

如 有 兴趣 ,请 读者 自行 导出 Doolittle 分 解 的 计算 公式 . 





| 6.4.1 对 称 阵 的 5 分解 


称 窃 阵 4 是 对 称 的 ,如 果 其 转 置 阵 4 = 4 系数 阵 为 对 称 阵 的 线性 方程 
组 称 作对 称 方程 组 . 
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由 于 三 角 方 程 组 的 求解 是 简单 的 ,自然 希 旦 将 对 称 方程 组 4x = 玉 加 工 成 二 

第 方程 组 来 汶 解 ,为 此 禹 要 将 系数 媚 阵 4 分 解 成 下 三 角 阵 工 避 上 三 角 阵 也 的 

乘 和 4&= 了 [IT( 参 百 图 6.5). 这 时 由 4 4 有 1 = 内 此 应 取 已 = 革 -， 
和 了 


DNS 


图 6.3 工 芋 分解 小 意 图 














这 种 设计 方法 足 和 否 合适 呢 ? 对 于 = 的 平凡 情 天 ,上述 分 解 公 式 退 化 入 
人 二 了 
的 形式 , 据 此 知 ;=VE. 出 此 可 见 矩阵 分 解 和 = 了 LT 中 含有 开 方 适 算 ， 对称 阵 
点 的 工 分 解 因 此 被 称 为 平方 根 法 ， 
平方 杠 法 由 于 人 有 开 方 运算 而 没有 实用 价值 ,其 婚 阵 分 艇 讨 程 留 做 习题 供 
读者 日 行 练习 


6.4.2 对 称 阵 的 Cholesky 分 解 


为 避免 开 方 运算 ,可 采取 如 下 分 船 方 案 
和 = 开 ,DILT 
这 里 虽 为 对 角 阵 , 为 单位 下 去 角 隆 , 短 阵 分 解 4 = 工 ，DL] 如 图 6.6 所 示 , 图 
中 此 形 线 表 示 对 角 元 素 全 为 1. 对 称 阵 的 这 种 分 解 方式 称 作 Cholesky 分 解 . 


民 


图 和. 硬 “Cholesky 分 解 示意 图 
这 种 设计 方法 是 咎 有 效 陛 ? 对 于 = 1 的 平凡 情形 ,分 解 公式 4- 工 DELT 
退化 为 


























人 二 1 
的 形式 , 据 此 立即 定 出 中 =a, 这 里 确 灾 布 合 开 方 运 算 . 
为 其 体 星 示 这 种 分 解 过 程 , 绸 考察 三 阶 和 矩阵 的 情形 ， 
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al el ci 了 必 好 D | 1 2 2 

Gil | 民 区 喧 ， 区 1 7 

Glen aa | | 必 好 人 1 ] 
按 托 阵 乘法 规则 展开 ,注意 到 所 给 托 阵 的 对 称 性 可 列 出 方程 组 

2 


6 二 
时 
据 此 可 逐 行 求 出 分 解 阵 于 ,与 六 的 各 个 元 素 : 
好 二 写 | 
at 
ay = 一 中 性)xds， 一 一 
进一步 推广 到 = 阶 方 阵 的 一 般 情 几 ， 这 时 对 称 阵 的 Cholesky 分 解 各 = 
ZL; 5; 其 有 形式 














忆 对 

ts 如 称 

1 一 

则 信 则 3 上 3 旭 轴 
三 色 四 好 ” 由 人 | 
并 人 Et 
| Xi 吧 共 
: | "， 于 
| :| 1 1 


将 上 式 熏 官 阵 乘法 规则 展开 , 左 端 的 元 素 2 (ji 安 7) 等 于 工 | 的 第 ;， 行 与 了 1 的 
第 站 列 的 鳞 积 
人 00) 
【0 


了 -1 
= 人 >》 cs 二 
此 = 


人 了 ， ct 二 二， 
据 此 可 逐 行 定 出 分 解 阵 工 ; 与 好 的 元 素 
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「 1 
| = (es - Da j 人， = 2 


| {13) 
| = ci 一 > 人， 2 
让 此 可 见 , 癌 对称 阵 的 也 工分 解 不 同 ,上述 Cholesky 分 解 确 实木 再 含有 于 


方 运算 . 

可 以 证 明 , 如 果 所 给 对 称 阵 4 是 所 谓 正 定 阵 补 , 那 么 分 解 公式 (13) 的 除数 
di 全 不 为 0, 这 时 Cholesky 分 解 的 订 算 过 程 不 会 中 断 . 

基于 对 称 正定 阵 和 的 Cholesky 分 解 4 = 工 , DELT ,所 给 方程 组 4&x = 睛 即 

工 (DL TY ) = 再 
化 归 为 如 下 两 个 二 角 方 程 组 
下 ， 世 二 再; 工 ) 蒂 一 下 -9 

其 求解 公式 分 别 为 


1 
人 二 心 ， 本 >， 人 * 7 二 ,2 和 (4 
站 | 
和 
[| (15) 
= TT1 


基于 Cholesky 分 解 4 = 工 , DL7 求 解 对 称 方程 组 4xz -所 的 这 种 方法 通常 称 
作 Cholesky 方法 . 


算法 6.3 (对 称 方 程 组 的 Cholesky 方法 ) 

1 预 处 理 ” 郊 行 怎 阵 分 解 4 = 了 工 , 8 , 即 依 式 (13) 对 了 =12,…,2 依 
次 计算 局， 

2. 追 的 过 程 ”求解 单位 下 二 钊 方程 组 工 | 》 = 太 , 即 依 式 414) 顺 序 计 算 | 
CT 

3, 赶 的 过 程 ”求解 单 们 上 二 角 方 程 组 区 7x= 帮 57, 即 依 藉 (5) 逆 序 求 


| 解 ， 7， 二” + 。 


不 难 知 道 ,运用 Cholesky 方法 求解 二 阶 对 称 正定 方程 组 ,其 总 运算 草 约 为 
了 如 次 乘除 哥 作 ， 























弛 ， 止 定 阵 的 定 交 可 难看 高 等 代数 或 狐 阵 论 的 有 关 书 籍 . 
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| 6.4.3 对 称 阵 的 压缩 存储 技巧 


戎 虑 到 系数 托 阵 4 的 对 称 性 ,可 将 其 下 三 角 部 分 


以 1 





Ca21 以 22 


全 
逐 行 存放 于 一 维 数组 A [1: 冯 ] 中 . 现 确定 数组 A 与 矩阵 4 两 者 元 素 的 对 应 
首先 注意 一 个 明显 的 事实 :数组 A 中 无 素 的 个 数 为 


本 二 二 瑟 Ho 上 帮 = 下 上 

设 用 & 表示 A 的 下 三 角 部 分 前 ;= 1 行 元 素 的 总 数 , 则 
人 
和 


于 是 ,和 抢 阵 元 素 ou 在 数组 入 中 显然 是 第 上 + 了 个 元 素 , 即 w (全 门 存放 于 
和 [&+J 丰 中 . 考虑 到 这 一 事实 ,不 难 写 出 压缩 存储 的 Cholesky 方法 的 计算 程序 . 


1 


正如 6.1 节 和 6.2 节 处 理 三 对 角 方 程 组 所 看 到 的 那样 ,线性 方程 组 的 求解 
上 既 可 以 运用 和 矩阵 分 解 方法 , 亦 可 直接 借助 于 人 们 所 熟悉 的 消 元 手续 . 这 两 种 方 
法 其 实 是 等 价 的 . 6.3 节 已 讨论 过 一 般 方 程 组 的 矩阵 分 解 方法 ,下 面 再 针对 一 
般 方程 组 考察 消 元 手续 . 


Gauss 消去 法 的 设计 思想 





人 


人 们 都 很 熟悉 求解 线性 方程 组 的 消去 法 . 消去 法 是 一 种 古老 的 方法 ,但 用 
在 现代 计算 机 上 依然 十 分 有 效 ， 
消去 法 的 设计 思想 是 ,通过 将 一 个 方程 乘 或 除 以 某 个 常数 ,以 及 将 两 个 方程 
相 加 减 这 两 种 手续 ,逐步 消去 方程 中 的 变 元 ,而 将 所 给 方程 组 加 工 成 便于 求解 的 
三 角 方 程 组 万 至 对 角 方 程 组 的 形式 ， 
首先 考察 三 阶 方程 组 的 情形 ; 
[ 计 交 ;村 这 订 下 2 十 帮 全 天 3 三 


1aaiz1 十 027za 十 42a23=a (106) 





aa 十 daaza 二 azs 三 3 
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项 在 连 行 序 行 消 邱 手续. 第 1 业 ， 和 6 zi 的 系数 化 为 1 ,知之 灾 成 


】 
全 | 二 3 上 全 和 卫 二 而 


然后 利用 它 众 416) 的 其 余 方程 中 消去 zi, 归结 为 关于 变 元 .rzs 的 二 阶 方 程 组 


ai 光 十 色 3 一 疡 旨 417) 
es 十 员 人 一直 生 
第 2 步 , 骨 将 (17 六 中 za 的 系数 化 为 1 ,个 之 骞 成 
二 人 十 途 生 六 一 
然后 利用 它 从 方程 (17): 中 消去 ,r: , 钻 果 求 出 
2 
这 样 , 所 给 方程 组 (16) 被 加 工 成 如 下 形式 


呈 1 全 
乒 | 和 a 十 和 3 六 


了 二 
一 个 单位 于 三角 方程 组 ,如 前 所 述 , 通 过 回 代 过 程 容 易 求 出 它 的 解 . 
解 线 性 方 称 组 上 述 方法 ,其 基本 思想 是 将 所 纶 线性 方程 组 通过 消 瑟 手续 加 
工 成 单位 上 三 攻 方 程 组 . 这 种 方法 称 作 Gamss 消去 法 . 
6.5.2 Gauss 消去 法 的 计算 步骤 ， 


进而 考察 一 般 形 式 的 线性 方程 组 


1 3 
二 3 














六 ai 二 和， 2 (18) 
具 Gauss 消 去 法 分 消 元 过 程 与 回 代 过 程 两 个 环节 ， 
[一 ) 消 元 过 程 
第 1 步 ,将 方程 (18) 中 变 扰 zi 的 系数 化 为 1, 合 之 变 成 
| afu 了 = 
外人 二 人 VC 了 
疡 和 一 下 
然后 利用 它 代 118) 的 其 余 方 称 中 消去 zi ,将 它们 肌 工 成 关于 变 匹 rs 
的 3 -1 阶 方程 组 ( 较 原 方程 组 降 了 - - 阶 ) 


式 中 


了 一 五 ， 一 了 《19 ) 
方 此 所 此 施 行 的 运算 手续 基 
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4 加 《1 
CE 


二 了 
在 生 二 访 ; 一 信人 ， 人 
如 此 继续 下 去 ,这 样 经 过 友 - 虐 步 消 元 以 后 ,依次 得 出 下- 1 个 方程 


1 之 ， co 二 二 2 


了 1 


和 关于 变 元 0=R,E+T1 2 的 一 +l 和 前 方程 组 


人 
第 上 步 进 一 步 将 方程 组 (20) 加 工 成 


用 


1 《有 
Jr 十 > 站 





了 
避 
业 
和 【直子 [ “ 
1 娩 二 7 二 天 十 ] ,是 十 阅 4 昌 
2 
- 业 - 
的 形式 , 式 中 
人 《1 
刀 昌 一 全 疝 2 人 让 


了 一 下 十 | ;下 上 了 和， 天 
【二 1 二 1 
是 
而 
Tt [本 
三 一 三 让 姓 避 时 


1 7 当下 二 二 十 十 了 
P 7 经 县 如 3 


上 述 消 元 于 续 做 ” 步 以 哲 , 所 给 方程 组 (18) 被 加 工 成 如 下 形 臣 


(二 ) 回 代 过 程 
刘 程 组 {231) 即 


0 1 (0 111 
1 


中 


03 1 al 
3 十 让 了 二 
1 1 19 有 
| 十 莹 ， [ 六 ， 


. 工 ,二 丰 ” 
的 求解 很 方便 ,日 于 而 上 逐步 回 代 即 得 所 求 的 解 


| 三 由， 


(20) 


{21) 


(221 


(23) 


[241 








盖 一 一- 


算法 6,.4({ 线 性 方程 组 的 Causs 消去 活 ) 

步 1 对 到 =1,2, ,反复 执行 算式 (21) ,122) , 定 出 方程 组 (23) 的 系 
数 ec, 久 ”， 

步 ? 依据 式 (24) 求 出 解 了 ， 








图 6.7 摘 术 了 fiauss 消去 法 ,其 中 框 1 的 舍 文 后 文 6.5.3 小 节 将 给 出 说 明 . 


六 | < 由 由 
站 一 丰 上 灰 十 2， 和 天 





蜀 厂 .了 Canss 请 去 法 的 计算 流 得 


现在 统计 Gauss 消 去 法 的 计算 量 . 妇 引 论 0.2 和 所 指出 的 ,计算 机 上 和 潍 除 操 
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作 通 常 比 加 减 操作 耗 时 多 ,因此 ,如 果 吉 碱 运算 的 次 数 同 鲍 除 运算 的 次 数 相 甘 不 
大 ,可 以 只 统计 磁 队 运算 的 次 数 算 作 计 算 量 . 对 于 Gauss 去 法 ,上 消 元 讨 程 的 
计算 量 为 





1 [并 2f 开 )]= 了 + 提 
而 四 代 过 程 的 计算 量 为 
> (二 : 记 
由 此 p 呈 见 , 汝 充分 大 时 ,fiauss 消去 法 的 疙 计算 盟约 为 二 2 次 浇 除 运算 


值得 指出 的 旦 ,线性 方 : 法 与 Gauss 消去 法 其 
实 是 妹 途 同 归 . 不 难看 由 , 这 这 里 归结 证 的 式 (23) 其 实证 6.3 节 Crout 分 解 中 的 
上 一 镍 方程 组 Dr= 了. 


6.5.3 选 主 元 素 


百 考察 (rauss 消去 法 的 消 元 过 程 ,可 以 看 到 ,其 第 到 步 要 用 ov “做 除法 ,这 
就 要 求 保证 多 们 全 不 为 昌 . 和 什么 样 的 托 阵 能 保证 满足 这 虎 要 求 呢 ? 

上 - 瘟 3.3.3 小 五 已 介绍 过 对 市 十 优 阵 的 概念 . 称 ， 阶 方 阵 和 = (aa ， 
是 对 角 占 忧 的 ,如 果 其 主 对 角 元 过 的 绝 半 值 大 十 同行 其 他 元 素 绝对 信之 和 


| ae. | > 衬 |e | ， 1 一 了， 


定理 : 如 果 方 程 组 (18) 是 上 对 角 所 做 的 , 则 按 式 (21), 式 (22) 求 出 的 
et (1 0) 全 不 为 和. 
证 ” 先 考察 消 元 过 程 的 第 1 步 . 因 方 程 组 (18) 为 对 角 占 优 , 有 








| e | 六 [ee 《23 1 
页 af = al 天 0 .又 扬 式 (21), 式 (223 庆 
qd 一 ee 0， 2 (26) 


于 是 
也 aa [al 
写 人 m 
1 人 | an | ; 
中 
- 守 ] 一 |a ,| +- os av | 


| | 


冉 利 用 所 给 方程 组 的 对 角 占 优 性 ， 由 上 式 可 进一步 得 
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7 国 
AS， 【LT . 1 

>，| an [os -e+ 一 一 由 on| al) 
了 可 
JJ ， 


| 





=io, | -  …- 
[al 
浆 据 式 (26) 
1 
Go | 1 | | | 
呈 志 一 本 机 
故 有 


是 
人 > Ia 和 ay |， 了 一 
1 > 


这 说 明 消 元 过 程 第 1 步 所 员 结 出 的 方程 组 (19] 辕 样 是 对 第 占 优 的 . 从 而 又 有 
6 外- 芭 0. 傅 此 类 推 即 可 断定 一 切 se 必 “全 不 为 和. 证 毕 . 
-一般 线性 方 穆 组 使 用 Gauss 消去 法 求解 时 , 即 秀 ga 必 - 不 为 0 但 如 昌 其 绝 
对 值 很 小 ,伟人 误差 的 影响 也 会 严重 地 损 先 精度 .实际 计算 时 必须 承 防 这 类 情况 
发 牛 . 
例 考察 方程 组 
0 rt+zan1l 0 
| Ti+wuas2 
设 用 (iauss 消去 法 求解 . 先 用 10 一 除 (27) ,然后 利用 它 从 (27) 中 消去 r, ,得 
十 10 
全 1 人 0 Pr 了 一 人 
设 取 4 位 浮 点 十 进 制 进行 计算 ,以 宕 表示 对 阶 会 入 的 计算 过 程 , 则 有 
1 一 1] 入 ss 一 1 人 ,2 一 1 和 ss 一 1 
因而 这 时 方程 组 (28) 的 实际 形式 大 
后， 十 1 和 1 =] 
| 一 上 
由 此 回 代 解 出 c =0,r; = 1. 
这 个 结果 严重 失 自 , 究 其 根源 ,是 由 于 所 用 前 除数 玉 小 ,秀和 得 方程 (28) 在 消 
元 过 程 中 " 吃 挤 "了 方程 (27), .避免 这 类 错误 的 一 种 有 北方 法 是 ,在 消 元 前 先 调 
整 方程 的 次 序 . 设 将 方程 组 !27) 改 写 为 
| 宦 1 十 定 ; 二 
10 x+z=1 


国 


{28) 








研 进 行 消 元 ,得 
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| 守 | 十 .2 二 也 
10-i103)=1 2X107 
这 里 1 -105se1 1 2x40 ssel, 因 而 上 述 方程 组 的 实际 形 忒 星 
| za=2 
1 ws 一 工 
下 此 凹 代 解 出 = ry=1. 这 个 结果 是 正 殊 的， 
. 可 以 在 Ganuss 清 去 法 的 消 元 过 程 中 运用 上 还 技 凸 . 为 此 再 考 赛 第 上 步 扩 蓝 
加 工 的 方程 组 (20). 检 查 其 中 变 元 六 的 备 个 系数 at aa 和 其 申 








用人 < 人 
本 
站 







返 珂 ]: 程 序 


图 6.8 选 才 元 素 的 处 理 过 程 
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挑选 出 绝对 值 最 大 的 一 个 , 称 之 为 第 & 步 的 主 元 素 开 . 设 主 元 素 在 第 /(& 近 /去 
由) 个 方程 , 即 | ex “| = max | ex “| , 若 (天 &, 则 先 将 第 ! 个 方程 与 第 上 个 方 
程 互 易 位 置 ,使 得 新 的 ww “成 为 主 元 素 ,然后 再 着 手 消 元 ,这 一 手续 称 作 选 主 
元 素 : 
图 6.8 描述 了 选 主 元 素 的 处 理 过 程 , 它 是 图 6.7 中 框 1 的 具体 化 . 
最 后 讨论 前 述 Gauss 消去 法 的 可 行 性 . 
定理 3 设 所 给 方程 组 (18) 对 称 并 且 是 对 角 占 优 的 , 则 os "(&=1,2,… 
7 ) 全 是 主 元 案 . 
证 因 方 程 组 (18) 对 称 且 为 对 角 占 优 , 据 式 (24) 有 
| 况 间 区 | ai 二 max | ui 
故 ws, 是 主 元 素 . 再 由 式 (26) 有 
二 CC 
| 


CNCI 《1 
as 一 as 四 三 忆 3 
天 所 
以 1 


因而 所 归结 出 的 方程 组 (19) 也 是 对 称 的 .不 难 证 明 它 也 是 对 角 占 优 的 . 故 w 叫 也 
是 主 元 素 . 依 此 类 推 , 知 一 切 wu 全 是 主 元 素 . 





《 九 童 算术 》 是 我 国 数学 史上 一 部 重要 的 数学 经 典 , 据 考证 它 成 书 于 素 

汉 时 期 , 距 今 已 有 两 千年 了 .该 书 共 分 九 章 , 其 中 第 八 章 名 为 “方程 " 章 ,下面 列 出 
的 “ 禾 实 问题 "是 方程 章 中 一 道 数 学 题 : 

今 有 上 禾 三 乖 , 中 禾 二 秉 , 下 禾 一 秉 , 实 三 十 九 斗 .上 禾 二 冬 , 中 禾 三 乘 , 下 斤 
一 业 , 实 三 十 四 和牛 -证 禾 一 磁 , 中 用 二 秉 ; 下 禾 三 条 , 实 三 十 六 斗 . 同 : 上 、 中、 下 三 
禾 一 息 各 几何 ? 

答 目 :上 禾 一 条 九 斗 四 分 斗 之 一 .中 禾 一 乘 四 斗 四 分 斗 之 一 .下 禾 一 秉 二 斗 
四 分 斗 之 三 

翻 详 成 白话 文 ， 禾 实 问题 "是 说 : 

现 有 上 等 稻 3 捆 ,中 等 稻 2 捆 , 下 等 稻 1 拥 , 共 得 谷 39 斗 ; 上 等 稻 2 捆 , 中 等 
稻 3 扫 ,下 等 稻 1 捆 , 共 得 谷 34 斗 ; 上 等 稻 1 捆 , 中 等 稻 2 捆 , 下 等 稻 3 栏 , 共 得 


加 ”这样 得 到 的 主 元 索 通 常 称 作 列 主 元 素 . 在 编制 实用 程序 时 ,党 在 方程 组 (20) 的 所 有 系数 2 信人 
(=A+1 1) 中 选取 一 个 绝对 值 最 大 者 , 称 之 为 第 人 步 的 全 主 元 素 . 
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从 26 人 
等 称 人 符 捉 得 谷 9 -4 - 斗 ,中 等 稻 每 枫 4 本 对 ,下 等 称 舍 反 2 了 斗 


翻译 成 现代 数学 的 语言 条 家 问题 当 诉 人 们 | 线性 ( 联 立 ) 方 程 组 
137 FF294x=39 











ER 【291) 
站 二 

1  ，1| 加 的 | 四 
的 解 是 二 儿 二 ,9 4 可 ,2 可 . 


时 在 两 千 多 年 前 ,智慧 的 中 国 先 民 是 怎样 得 出 这 个 结果 的 呢 ? 

中 同 古 代数 学 的 一 个 重要 特色 是 注重 实际 计算 , 算 经 &《 九 章 算 术 》 苑 分 体现 
了 这 一 特色 .f 刀 章 算 木 4 党 党 采取 这 和 样 的 写法 : 先 提出 问题 ,然后 给 出 答案 ,最 后 
归纳 总 结 出 所 襄 “* 术 ".《 扎 章 算 术 # 中 的 “本 "实际 于 是 程序 化 的 解法 ,也 就 是 “ 算 
法 ”. 在 基 种 意义 上 ,中 国 占 代 数学 中 的 "算术 "就 是 算法 设 订 技 术 . 

华 占 找 中 同 ,计算 过 程 是 通过 布置 和 摆弄 算 筹 来 完成 的 .按照 ( 刀 闽 算术》 所 
给 出 的 "方程 术 ” ,上 述 不 实 问题 的 筹 算 过 程 大 意 如 下 : 


上 等 中 等 下 等 稻谷 














3 了 1 : 391 心 
2 3 1 ;34| 轩 
1 2 3 1】 26 图 
[3 2 1 39 由 
人 xx3 全 x2 
一 ”= 一 ->|0 5 1 : ?4 加 
[1 2 3 26 后 
?> 1 : 3910 
二 关 3 -站 
>| 人 0 5 1 : 34| 
0 8 39 二 
[3 2 | 39 
全 1 区 5S 一 人 站 
一 -一 1 4 1 :24 
0 时 0 36 的 : 








这 样 ,和 赴 过 下 述 加 工 千 续 , 所 给 方程 组 (29) 被 加 工 成 如 下 形式 的 上 二 角 方 程 组 
3 这 十 2y+s=39 
| 93 二 ==24 

36z =99 
如 前 所 述 ,这 种 特 味 形 式 的 方程 组 通过 回民 过 程 容易 求 出 它 的 解 . 
值得 强调 指出 的 是 ,《 九 齐 算 术 》 这 部 中 国 击 代 算 经 ,其 中 最 为 引 人 注 日 的 数 
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学 成 就 之 一 旦 , 它 在 世界 数学 史上 最 员 提 出 了 求解 线性 方程 组 的 福 念 ,并且 系 统 
地 总 结 员 线性 方程 组 的 程 厚 化 解法 一 一 所 谓 " 方 程 本 ”. 

令 人 不 可 思议 的 是 ,中 国 古 代 先 哲 早 在 两 于 多 生前 所 提出 的 "方程 林 ” ,其 设 
计 方 法 竟 类 癌 十 近代 求解 线性 方程 组 的 Gauss 销 去 法 ， 


小 结 


作为 本 章 核心 内 容 的 求解 三 对 角 方 程 组 的 追 超 法 ,将 三 对 前 方程 组 的 求解 
这 程 , 加 工 成 下 二 对 和 角 方 程 组 与 上 二 对 角 方 程 组 两 个 简单 求解 过 程 的 重 本 ,其 
中 ,下 二 对 逢 方程 组 的 求解 旦 个 顺序 前 进 的 追 的 过 程 , 而 上 二 对 角 方 程 组 的 求解 
则 征 个 北上 序 后 退 的 超 的 过 程 .-- 下 一 上 ,一 闫 一 北 , 一 追 -- 赶 ,-- 进 一 退 , 相 反 
相 成 . 

追赶 法 的 设计 思想 对 -- 报 形式 的 线性 方程 组 4x = 百 同 样 是 有 效 的 . 设 记 
工 ,D 为 下 三 角 降 与 上 三 角 阵 , 工 | 与 ET 分 别 表示 单位 下 三 角 阵 与 单位 上 三 角 
阵 ,那么 虐 降 站 的 三 角 分 解 上 一 工 全 有 Crout 兮 解 与 Poolittle 分 解 两 种 方式 , 它 

们 分 别 将 前 后 两 个 三 角 阵 开 与 如 单位 化 , 即 其 分 解 方式 分 别 为 装 = 工 局 与 

4 = 了 工 下 .这 两 种 分 解 方式 是 互 芭 的 ， 

六 阵 三 前 分 解 的 两 种 方式 入 = 工 D 与 各 =< 工 呆 又 可 统一 地 表达 为 生 = 
世 DD 的 形式 ,这 单 吾 为 对 闻 上 阵 ,而 工 ,，L 分 别 为 单个 下 三 角 阵 与 单位 上 三 
前 阵 .这 样 , 矩 阵 和 半 的 Crout 兮 解 与 Doolittle 分 解 可 分 别 表现 为 利 = (开瑞 ) ET 
与 利 = 工 人 (下 已 )， 

比较 第 阵 分 解 技术 和 = 工 :DDN 与 上 一 章 的 算 隆 分 裂 技术 站 二 工 ,+ 用 上 可 
是 有 趣 的 :前 者 用 算 阵 乘法 ,后 者 用 答 隆 加 法 ,前 者 了 ,的 主 对 角 元 素 全 为 
1 .中 者 王 ，，Uo 的 主 对 荐 元 素 全 为 峰 . 可 殉 这 责 种 处 理 手续 互 为 把 手续 ， 

在 这 种 剖 义 上 可 以 认为 ,求解 线性 方程 组 的 直接 法 和 先 代 法 互 为 反方 法 ， 








题解 6.1 三 对 角 方 程 组 的 “ 赶 追 法 ” 


提要 党 赶 法 的 设计 姑 想 尾 将 所 给 二 对 角 方 程 组 加 工 成 单位 上 二 对 角 方 程 
组 来 求解 , 归 然 会 问 ，: 对 角 方 程 组 能 和 否 通过 消 元 手续 或 系 阵 分 解 手 续 如 荆 成 单 
位 下 二 对 角 方 程 组 ”就 是 说 ,对 席 于 追赶 法 ,能 再 设计 出 从 送 序 ( 赴 的 过 程 ) 到 须 
序 ( 追 的 过 程 ) 的 * 赴 仍 法 ”? 

四 答 是 节 害 的 . 规 在 就 三 阶地 对 和 贡 方程 组 
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上 + eza 记 


人 内 -3 二 3 = 产 





在 4 十 而 rs 六 
揭示 赶 追 法 的 概 禾 , 址 追 法 是 要 将 它 本 了 成 如 下 形式 的 单位 下 一 对 基 方程 组 
定 1 一 
二 
LT 二 
后 者 是 容易 求解 的 . 
加 下 手续 类 同 于 6.1 季 的 追赶 法 .这 里 计算 流程 分 下 列 三 个 环节 ， 
1, 预 处 理 ” 灾 替 生成 di-> 六 一 d > 
中 =， 
= 有 ve 
地 | 三 有 | 一 上 ta 
2. 赶 的 过 程 ”逆序 计算 凤 一 加 = 
23 二 户 Zca 
3 六 ad 
3 二 et3ya)7d 
3. 追 的 过 程 ” 咕 序 求解 了 一 区 >di: 
二 | 二 1 
Ta 一 
二 

上 上 述 处 列 过 程 不 难 推广 到 1 阶 一 好 角 方 牺 组 的 一 般 人 情形. 

骨 从 矩阵 分 解 的 角度 进行 卷 竺 , 设 所 给 一 对 攻 阵 4 可 进行 二 对 朋 务 解 利 = 
[也 ; ,这 里 区 为 上 二 对 薄 阵 ,二 为 单位 下 一 对 和 阵 , 刚 所 第 方程 组 4&r = 卫 肥 
LTF1z = 了 可 化 归 为 两 个 二 对 角 方 程 组 ?9 = 了 xz= 了 来 求解 ,它们 的 求解 
过 程 分 别 尾 道 序 的 赶 的 过 程 与 顺序 的 追 的 过 程 , 因 此 这 种 方法 可 称 为 赶 追 法 ， 

求解 一 对 角 方 程 时 ,如 果 追 赶 法 的 计算 过 程 中 断 则 可 尝试 改 用 赶 追 法 . 

题 1 给 定 -: 对 角 阵 
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试 将 4 分 解 为 上 -对 角 阵 忆 与 单位 下 二 对 角 阵 工 ,的 乘积 和 一 TEL， 
解 ” 坎 更 阵 科 法 规则 展开 4 = [EL 





下 自 ] 要， 作 |「1 作 | 
ea 总 研 ， 下 1 ; 
- 
| 
人 人 用 2 
0 刀 交 ， 侨 塌 ， 0 局 j 
易 知 开工 ,二 1 2 一 ,而 刀 与 过 可 变 幸 求 出 ， 
旨 二 再 ， 
7 = ve ， 


二 [二 站 
题 2 设 己 为 乒 二 对 角 阵 ,二 为 单 你 下 二 对 前 阵 , 试 列 出 求解 Uy = 了 与 
Lir=Yy 的 回 代 公式 . 








解 方程 组 Cy = 
| 及 1 昨 | 1 方 
他: 2 ya 户 
可 -， zu-1 -yo-1 志 1 
0 da 
即 
ja 一 太 ， 2 于 
号 
其 回 代 计算 是 个 赶 的 过 程 ， 


| 六 Ad 
人 =(F-awy)va， 7 一 一 ,一 了 | 
此 外 ,方程 组 工 ,Y=? 


】 心 < 1 
1 计 这 了 3 

上 1 ] 证 0 一 1 3 1 
0 2 Di 


即 
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1 一 31 
上 
其 同 代 计算 是 个 起 的 过 程 : 
jn 
[= 
题 3 证 明 , 当 前 述 二 对 角 隆 4( 见 题 1) 为 对 角 占 优 时 全 上 述 赶 追 法 是 可 和 
的 , 即 一 韦 已 人 =12， 2) 全 不 为 0. 
证 按 对 背 占 优 条 和 件 


| 人 |esy 
故 忆 汉 0, 叉 
| 7 = 让 < 
故 
2 = 五 一 | 
汪 || 一 ie 
芭 15 1-|e 
骨 利 用 对 角 目 优 条 件 知 
4 六 1 


因而 又 有 以，， 关 0. 其余 类 推 . 
题 4 将 感 1 的 三 对 角 阵 4 分 艇 为 4 = 工 ,DD, 的 形式 ,这 里 荆 ,1 分 别 为 








单位 下 二 对 角 阵 与 单位 上 二 对 前 阵 ,D 为 对 角 阵 ， 
解 ”具体 表达 4 = 工 ,DED 有 
-1 0 | 相 他 0 
二 1 | 节 3 | ] 
4 
要 1 1 下 
14190 刀 1L0 几 


按 官 阵 乘 法 规则 展开 ,注意 到 互 ,了 的 次 对 角 线 与 所 给 矩 备 4 相同 ， 


人 时间 占 优 括 的 定 交 项 二 .| 站， 
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好 四 0 1 
由 1 志 aa 由 
| 3 妈 : 二 El 3 
心 红 _ 叶 ， | 0 2 丰 
趟 难 导 出 焉 列 计 算 会 式 
cf 
站 | 二 eg， 


1 
好 三 五 ，， 一 新 
据 此 可 自 . 而 下 逐 行 求 出 分 解 阵 的 元 素 
二 
题 5 将 题 1 的 三 对 角 阵 4 分 解 为 4= 了 8 的 形式 ,这 里 己 , 卫 , 分 别 为 
单位 上 二 对 角 阵 与 单 千 下 一 对冲 修 ,六 为 对 角 阵 ， 
解 ” 按 和 阵 乘法 规则 展开 4 = P DEL , 共 右 端 为 











| 1 1 人 :| 2 | 上 0 
| 1] 2a | 叶 。 1 
1 Pi， 名， 1 1 
-0 1 .10 ff 1 
不 礁 导 出 计算 会 过 

二 用， 

如 

ET 1 = 刀 1 


人 二 
据 此 天 各 下 而 上 过 行 求 册 分 解 陈 的 苑 索 
妈 一 上 全 1 


题 6 将军 阵 


1 
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进行 生 = 了 D 分 解 ,这 里 工 为 下 二 和 角 阵 ,D 为 单程 上 三 基隆 , 旗 问 分 解 阵 工 ,5 
具有 什么 样 的 铺 构 ? 并 有 具 恒 列 出 分 解 公 式 . 
解 ” 试 令 和 矩阵 分 解 4 = 工 下 ,具有 形式 








Do ll 0 00D00DDa 0D 0 
0 5 0 er 0 0 as 00 00 1 和 世 嫂 ; 
ar 0 pp 0 er5n0na0D DO0OU0 1 0 aa 
0 en 5 0 0 5 0 ce 了 0D00 1 0 
D 0 6 0 可 0 00 zl0n00 0 1 


上 二 
4 二 1 站， 由 二 站 十 三 本 :3 

6 二 1 二 

4 二 5 一 25 十 过 


据 此 立即 得 出 二 ， 3 xi 的 计算 公式. 


题解 6.2 对 称 阵 的 工分 解 


提要 如果 丘 给 矩阵 和 = (fo ),*, 是 对 称 阵 , 则 垂 阵 分 解 亦 具有 对 称 针 构 . 
很 自然 ,人 们 首先 考察 & = 了 工艺 的 分 解 方式 ,这 里 革 为 下 三 角 阵 . 
技 抹 阵 匀 法 规则 展开 4 = 工 工 


| 1 四 1 3 
位 3 缚 2a 对 上 fa 上 3 
人 31 此 好 攻取 称 一 | 3 兴 1 
由 | 这 93 如 4 机 人 本 人 3 0 履 | 
具 阵 分 解 的 计算 公式 为 
1 一 一 1 了 了 ” zi 一 ] 
了 一 = | ) 疡 3 大 





上 述 方法 由 于 计算 公式 中 售 有 开 方 运算 而 称 为 证 方 根 法 . 
平方 根 法 由 于 需 稳 求 开 方 ,实用 价值 不 大 .但 这 种 方法 揭示 了 这 样 的 事实 : 
一 般 形式 的 对 称 方 程 组 可 以 化 归 为 两 个 互 为 转 置 的 三 角 方 程 组 来 求解 ， 
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事实 上 ,基于 年 阵 分 解 4 = 了 工 ,方程 组 4xr = 下 即 了 (xx)= 吉 可 化 好 为 
更 个 三 角 方 程 组 也 7 = 下, 开 Y 一 Y# .其 中 于 三 角 方 称 组 了 = 声 如 


上 31 二 
| 过 和 
的 网 代 会 式 汶 
罗 三 号 0 
“ 1 一 
1， 一 (6 > As， 了 
这 基 个 顺序 计算 四 一 加 一 …> 和 的 追 的 过 程 . 
此 外 ,上 三 角 方 程 组 工 -x=> 即 


20， 2 
J 上 
站 一 Jr 

的 四 代 会 式 为 
| 一 JJ 1 


一 (y 一 So ji ti 二 一 1 2 


这 是 个 递 序 计算 -xzr， ， -… rz 的 赶 的 过 程 . 
是 1 将 下 列 对 称 三 对 前 路 分 解 为 两 个 二 对 角 阵 的 乘积 ， 








1 1 0 吕 ， 0 ] “ 1 0 
1 2 1 人 ea cd 有 
1 3 1 | 1 志 x | d， 1 
1 4 1 1 可 
0 > 开 1 丰 0 di 


解 ” 按 年 阵 乘 法 规则 展开 ,考虑 到 对 称 性 ,可 列 出 方 称 
1=cd，1-5d，2= 瑟 + 国 ，1= 忆 
3= 和 + 二 1 人 4 有 1 人， 
据 此 求 得 
di=1， 六 = 上， 中 =1，=1，o = 


1 7 四 33 
4 万 : ca 二 有 ， 65 一 A/ 了 了， 3 


题 了 上 弯 生 为 对 称 阵 , 旦 具有 形式 
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冲 ， 人 姐 || 

| 

又 4 < 了 上, 盏 工 ! ,这 里 天 ,为 单位 下 三 角 阵 ,有 为 对 贡 阵 , 试 确定 与 尺 , ,使 成 
让 和 = 开 呈 5 , 式 中 


近 一 








,人 站] 
一 e 上 D=|1 昌 
Li 1 ， 
解 直接 展开 ,有 有 
妊 ; 二 下 员 ie， 
ae 
直 此 可 解 出 
el 二 帮工， 
吕 三 c De 
题 3 说 
2 1 0 
| 了 
有 人 了 





《17 试 司 数 a 在 什么 范围 内 到 值 , 方 能 保证 4 为 正定 阵 ， 

(2) 如 果 4 为 对 称 正 定 阵 , 则 它 可 以 进行 Choiesky 分 艇 4 = 工 ， 号， 试问 
这 里 分解 阵 具 有 什么 样 的 结构 ? 

(3 取 a=1 上 具体 刘 遇 Cholesky 分 交 的 计算 公式 . 

解 (1) 考察 4 的 顺序 主子 式 ， 





用 ,一 2 
| 1 
[1 2 
2 1 
了 ;一 il 2 = 和 -2 
0 ea 2 








为 保证 4 为 正定 阵 ,要 求 其 顺序 主子 式 全 是正 的 ,为 此 要 求 了. -6- 2e2:>f, 即 
要 求 
-Y3<ua<w3 
《2) 注意 到 4 是 个 一 对 角 阵 , 知 分 解 阵 了 应 为 单位 下 二 对 角 阵 ， 
[3 当 w = 1 时 念 





























1 0 0 [本 01TL 7 1 
1 2 | 7 1 吕 1 
012 0 10 中 1 

| 1 io ec nn 

-| ，1 de 
L0 二 了 0 人 
按 息 阵 乘法 规则 展开 , 易 得 
1 3 


1 全 1 1 
四 TI 
试 导出 形 如 丰 一 工 | 号 的 分 解 公 区 ,这 里 工 | 为 单位 下 二 对 角 阵 ,D 为 对 角 阵 ， 
3. 试 将 下 列 一 对 角 阵 4 分 解 为 工 , 1 的 带 式 ,其 中 工 | 为 单位 下 二 对 攻 阵 ,PP 为 对 种 





阵 ; 
41 1 入 
1 2 1 
各 一 1 3 1 
| 4 1 
人 1 让 
4. 证 明 ; 厅 5.1 节 的 方 穆 弓 (4) 技 下 述 意 闵 为 对 角 鼎 优 ， 


1 而 | 袜 |e 
1 ti 天 个， 1 一 了 立宪 1 


| 丰 | 关 人 1 
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则 证 理 上 的 论断 依然 正确 . 
5. 将 于 列 和 矩阵 4 分 解 为 上 1 ,这 里 工 为 对 角 线 元 豆 为 正 的 下 三 角 阵 ， 


3 aa 3 
:| 


呈 上 


时 二 





6- 用 Cholesky 卢 法 求解 方程 纠 
4 一 27， 二 42 二 8.7 
| 
4 +i0r er 二 -和 7 
7. 分 别 应 用 Crout 分 解 和 Deolituie 分 解 求 解 如 下 方程 组 : 
[的 | 二 
8 10 外 | Ta ] 
7108 7 0 
6 5 上 
8 用 Gauss 消去 法 解 下 列 方程 组 ， 


上 半 于 十 了 01 二 一 了 
| 一 立 7 一 了 
攻 【2) | 





| 


十 43 二 一 站 
[ 2 十 . 开 a 三 站 
了 了 | ] 灾 3 1 且 
5. 用 土 元 素 消 去 法 解 下 列 方 程 组 : 
宙 1 一 了 十 二 一 未 上 
【17353211 一 4 3r 一 … 12 (2) 辆 + 寻 r 十 了.rx 一 下 


2zl 十 .了 > 二 证 1 一 11 





1 十 唐 -Fa 十 了 1 二 








习题 扫 圭 营 案 


习 题 一 


2 Vanyooo1iY) 有 个 零点 rz ii 且 其 首 项 系 烙 为 妈 人 0 
:ii 据 此 反复 递 推 

4. 他 pz)= ar + 十 ,用 待定 系数 法 

3， 六 fr 一 2 一 六 fr) 一 T2 一 ] 

6. 疡 (T) 一 二] 

7,8. 均 用 余 项 校正 法 

9. 记 ( 了 )=Sz 一 4r+2r2 一 2r 1 


为 题 二 


2. 2 次 
站 纤 了 也 
3 0 一 盖 = 了 本， 4 二 本 3 次 ; 4 一 xz 一 本 ,1 次 
4, 3 次 
1 之 
5- ,= 办: 着: 全 村 
6. 作 变换 ,r= 7 一 2 
了 wo= 子 
8 1; 1 2 


为 题 三 


3. 对 3 负 -了 [ar + 二 EIaryi 上 5) 两 端 票 加 求 和 
4 = 4 28f2y 
5 应 用 极限 im(1+ zj* =* 


3 1 
7 二 本 本 


丰 ， ， __ . 
由 w+ = 了 tw 1 3 1 可 (3 一 1 二 和 阶 方法 
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旺 . 三 阶 模式 是 由 三 2 和 一 加 时 0 了 
悦 题 码 


才 . 区 人 了 一 本 rz43- 2 


1 
] 十 


?. 发 散 ; 收 笋 ;发 艇 ; 收 伍 





折 ， 区 CT) 三 


1.0.600.0.200 
. 对 角 占 优 
. 发 散 
. 旭 工 成 对 角 占 优 的 同 解 方程 组 
7 了. 11) Jaeohi 夺 代 收效 ,1905 666， 一 5.002 442，3. 的 1 062 Gauss-Seidel 夺 代 发 散 
【2 Jacobi 选 代 发 向 ,Gauss.Setdel 夺 代 疏 部 ,1 2，-4 
攻 . 1 .500 上 .3,333 33， 一 2.165 67 


悦 题 上 声 


上 CT 


|. 5, 4，3，2 

3, 工 的 虚 对 和 划 元 京 1,1, 12,，2x7;D 的 主 对 如 元 素 1,， 1, 2,.74.3377 
S. 了 普 列 于 素 " 3 .23 v3i ww 2，-Y6iw3 

6 …5.156 250， 3.182 500，5.7S0 000 

了 .Crout 分 解 





1 由 人 人 1.0 1.4 1.8 3.0 
| - 6-N 一 让 .4 册 妖 四 0 1.0 2.0 3 了 .5 
了 .0 人 .2 .0 用 | 0 1 DO 1.7 
.人 1 一 3 人 日 山 站 了 工 .0 


解 为 20， -12， 一 5，3 
8 .2.2，-04， -1，-2， 1 
号. 36 1 4 .2 








附录 MATLAB 文件 汇 货 


作为 附录 ,这 里 计 集 了 : 些 常 用 算法 的 MATLAB 文件 及 算 例 . 仅 供 读者 参考 本 附录 中 
所 有 六 件 相 算 例 都 经 过 凋 试 而 成 ,尽管 如 此 ,或 许 仍 有 下 当 之 攻 ' 望 指示 .这些 文件 上 要 包括 ; 


第 一 章 ” 揪 值 方 站 
文件 1.1 Lagrange 皇 慎 
文件 1.2 逐步 播 值 
文件 1.3 分 段 三 次 Hermite 插值 
文件 1 .4 分 段 三 次 畔 条 播 值 
第 二 章 数 鼻 积分 
葡 件 2,1 Simpson 公式 
文件 2.2 变 步 其 梯形 法 
双 件 2.3 Romhberg 加 过 算法 
文件 2.4 三 点 Ciauss 公式 
第 三 章 ” 常 微分 方程 的 差分 方法 
文件 3.1 改进 的 Fuler 方法 
文件 3.2 四 阶 Runge- 攻 utta 方法 
文件 3.3 二 阶 Adanls 预报 扶正 系统 
文件 3.4 改进 的 四 阶 Adams 预报 校正 系统 
第 四 章 ”方程 求 根 
误 件 4.1 二 分 法 
文件 4.2 开 方 法 
文件 4.3 Newton 下 帆 法 
文件 4.4 快速 东 截 法 
第 五 章 ”线性 方程 组 的 选 代 法 
允 件 53.1 Jacehi 迁 代 
文件 5.2 (fjauss-Seirle| 选民 
文件 5.3 超 松弛 选 牧 
文件 5.,4 对称 超 松弛 迁 我 
第 六 章 ”线性 方程 组 的 直接 法 
文件 6.1 追赶 法 
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误 忻 和 .2 Cholesky 方 汪 
文件 6.3 给 阵 分 解 方法 
文件 看 ,4 消去 浅 * 








第 一 章 插值 方法 


文件 1.1 Lasgrange 插值 


立 件 功能 : 让 算 Lagrange 擂 值 多 项 式 在 = 台 处 的 值 . 
文件 名 : Lagrarmge eval,m 
MATLAB 文件 ; 
funectiorn 加,N= Lagrange evalf 和 ,YY，x0) 
和 % 导 ,YY 是 已 类 插值 点 坐标 
名 到 是 社情 点 
儿 现 是 Lagrange 捅 值 移 项 式 在 xe 处 的 值 
多 导 是 Lagrange 插值 函数 的 权 系 数 
mengtt 居 )i 
IN = zerosft mi; 
=0; 
for 1 一 15m 
NI = 1; 
fr j = 上 1 
ij = 
MD 一 EC 一 疏导 人) 
end 
ed 
70= 吏 41YxNOD 
ETlf 


算 例 : 已 知 六 rr)=mrx 的 数值 表 如 附 表 1.1 所 示 、. 























附 表 1.1 
< 信 .4 小.3 .6 0 .7 名 .名 
ln 0916 291 | - 0.693 147 0.520 826 | 一 0.356.675 | 一 必 .223 144 








用 线性 播 值 、“ 次 插值 ,三 次 洗 值 计算 In 0.54 的 近似 值 ， 
解答 : 
令 X=10.35.0.61;Y=[-0.693 147, -0.510 826]; 功 三 人 .545 运行 [0,N] = Lagrange 
evalX,Yx0) . 铺 果 为 ， 
儿 0= -6.202 185 999 999 998e - 001 
这 征用 线性 插值 所 求 得 的 结果 . 
着 令 = [0.4.0.5.0.6]5Y= [ -0.916 291,-0.693 147,-0.510 826];x=0.54; 运 行 








194 附 梨 MATLAS 文件 汇集 








[y0,N1= Lagrange evaifX,Y,x0). 结 则 为 : 
= -6.153 198 399 999 鸣 7e 一 扣 | 
这 是 用 一 次 揪 值 所 求 得 的 结果 ， 
若 全 和 = [0.4 0.5，0.6.0.7] 7 一 -0.916 291， 人 .0693 147，- 0.51U0 826 ， 
人 .356 635| ;xx 一 站 .54; 运行 [加 ,N]= Tagrange cealf 和 TY,x0) 结果 为 |; 
= 一 6100 284 079 999 997e 一 001] 
这 古 用 二 次 捅 值 记 求 得 的 结果 . 
而 淮 确 值 mn0.$4= 161 5861 394 238 170e 0 ,由 此 可 庆 寺 这 捅 值 的 结果 最 以 
准确 ， 





文件 1.2 逐步 擂 人 以 


文件 功能 : 计算 逐步 插值 多 项 式 在 = 友 0 处 的 值 ， 
文件 名 : Neville evwal.m 
MATLABE 文件 ; 

Punetion 隐 = Neville eva 人 x0) 


此 X,Y 是 已 抽打 秆 点 坐 标 
遇 是 搬 值 点 


几 四 是 Neile 逐步 插值 多 项 式 在 0 处 的 值 
IJ 二 |engthL 其 7 
PP= zerosfm ,1 


Pl 一 zetosfii yj 


P=Yi 

Jori 三 |:m 
有 一 了 
一 下 


for = 1 Im 
kk 一 k+1i . 
一 PIG DIE 一 PLD txD XDA 一 Xi 
nd 。 
让 abst Pt Btm 一 1 一 在; 
癌 一 Plrmny 
EtLfil1 
entl 
endj 
wy 人 = PEm yi 
因 Nevile 乏 步 折 值 同 Lagrange 播 值 所 得 结果 基本 上 是 相同 的 , 故 在 这 里 酷 皮 算 例 .但 是 
Neville 逐 步 插值 应 该 比 Lagrange 插值 更 优越 ,对 于 Tagrange 揪 值 来 说 ,临时 增加 . .个 节点 ,出 
希 全 部 重新 计算 ;而 Nevihe 葡 步 插值 可 在 原 计算 基础 上 进行 某 种 修正 即 可 ,这 种 处 理 方式 使 
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于 实际 应 用 . 
文件 1.3 分 段 三 次 Hermite 插值 


文件 功能 : 利用 分 段 二 次 Hermite 揪 值 计算 播 于 点 处 的 画 数 近 似 值 . 
玄 性 名: Flermite _imterh m 
MA]TLAE 文件 ; 
funetion 一 FIermite interpf 语 YY.DY ,zO) 
双 X,Y 荐 已 知 质 值 点 向 其 序列 
%TPY 是 搬 这 点 处 的 导 见 什 
%x0 是 捅 值 点 烧 坐 标 
% 中 是 待 求 的 分 段 二 次 Hermite 捅 值 密 项 式 在 芭 处 的 值 
和 所 表示 向 旺 鞭 度 
NM 一 iengthfX) 1 
Iori 一 [AM 
计 x0> 一 其 人 有 0 袜 二 XIE 1 
一 1 break; 
end 
end 
8 一 XU 一 芙 ( 基 +1)1 
ax 一 (人 E) 
和 一 其 1 
约 ={ 训 7A83 人 一 了 
(alIva3) 2xa2s<TDYIE) TU- Ha2A3)22alseDYCKTET); 
算 例 : 已 知 Phz 在 rn -0.307， =0. 和 ,30 =0- 扣 处 的 丽 数 值 及 导数 值 ,使 
用 分 段 于 从 Hiermire 插值 公式 计算 In rr 在 =0.45 处 的 曙 数 值 . 
解答 : 
合生 = [0400.50.0.601Y=inXIDY=17X3ix04 = 人 .45; 运行 一 Termite iterb 
{XY.DYx0) 结果 为 ; 
7 一 一 7.984 685 562 170 502e .00 
其 准确 值 为 : -7.985 076 962 177 ?16e 001. 出 此 可 知 , 用 分 段 容 Hermite 插值 求解 
的 精度 还 是 比较 高 的 . 


文件 1.4 分 段 三 次 样 条 捅 值 


支 件 功能 : 计算 在 情 证 点 处 的 函数 值 ,并 用 来 拟 合 昌吉 ， 
误 件 和 名: Spline _ interph am 
MATLaAB 文件 : 

funetion [yn0,C|1 一 Sptine Interpf TsnsN xn0) 

名 拓 , 基 已 姑 揪 值 点 学 标 
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电 切 ,sN 是 蚌 端 点 的 一 次 导数 慎 

名品 是 插值 点 

%g0 是 三 次 样 条 菌 数 在 怠 处 的 什 

各 已 是 分 段 二 次 样 荣 示 数 的 系数 

人 一 lengthf 基 7 

人 一 zerosf 4 ,N 一 1 Ph zerosf1,N 一 1); 


II= zeToati A 1 mi=zerosfl ,一 1); 


dd 一 aetosf .Ai 名 dd 表示 右 占 明 数 情 
Rh= 1L2N 一 XIN 一 1 
nu N-1I)=1| lmttl,l)=1; 


matfl, 1 一 2=htl,l:N-2cnfl li 一 27+hl2:N- 7 

Imtfl2:N-T-htl2N-1yzthtl 1:N-271+bf12:N 一 1 

下 1 二 和 < 人 YY 人 2 一 Yit))Zhl ly 一 ah 1 

dlN)=6xrfsN-IYTO NI-YIN TIN-UD)h -1 

di,2:N 1)-6xfT13IN -YL2N-Ti)hfl2:N 一 ID 一 … 
(YL2:N TY EN-2)xhl 1IN 2 1:N-27+h12:N 


台 追 赶 法 解 三 对 角 方 程 纪 
biL= zerosf 1 ,一 1); 

BIT 1 = nt 1 Li 
fori=2sN-1 


丙 1 二 mttlsiZ2z mutl ii 一 1 xDittl iT) 


end 

Y = zetosf tl ,NI) 

yt1,17 三 相 11)723 
for il 三 2: 忆 


] 


Yi 一 df,i 一 murli 一 tri 一 Tef2-mafl ii 一 1 at 一 1; 


end 
和 二 zerosk | Ai 
xD=YiND)i 
Fri=N-iil-1:] 
到 二 和 一 Bill isxtl ii 二) 


en 避 


v 一 zerosfl,N 条 ; 


vtllIN-1=TYIT2:N) YN-t)yhO IN 一 1) 


Cd4 =YIt :NM 一 1 
3 一 vv 一 hrf2xxll:N - 1 下 RTL2:ND) Di 
2: =RilIN 1 
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CU-(x(l2:D-atIN-D)A6y bi 
订 Tayginms 
了 0 一 0 
Else 
forj=l'N 1 
计 xf = 和 (人 站 全 光志 中 1 +1) 
omE 一 x0- 其 (| j) 
一 CC 人 omgTC3 somg+Ct2 ixormgt+Crl 
endj 


end 


bn 呈 


算 例 : 给 定数 据 志 如 附 表 1.2 所 示 . 







自 .25 








0.390 0 





远 求 三 次 样 条 插值 两 数 S(z) .并 计 足 条 件 :S 10.25) -1.0000,S 10.531 0.686 8. 
解答 : 
全 其 [0.250.30,0.39.0.45,0.53]1T= [0.500 0,0.547 7.0.624 5,0.670 8,.0.728 0 
s0=1.00003sMN = 有 .686 3; 运行 
[0,C] =- Spbplne interPtX YY,sMN xD 
PlotnD.25:0.013: 由 30,bolyvaifet 1 0:0.01:0.057 7 一 ,人 ; 
held on 
plat0.30:0.01:0.39 ,polywaltCf ,270:0.01:0.09)，bi 
plotft0-393:0.013:0.45,polwalfCf ;3 :0.01:0.067 KE 站 ， 
blotf 站 .45:0.01:0.53,polyvalfCt : 4) 0.0L:0.0877， 
得 到 如 附 几 1.1 所 下 的 一 次 样 条 插 昔 函数 Sr) 的 曲线 图 
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上 









0.?|-------H------- 


0.75 
0.65|----- 一 


| 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
上 一 一 一 一 一 一 一 上 -一 一 一 一 一 一 
1 
1 


1 

| 

上 

| 

1 

1 

1 

1 
了 


一 一 一 一 一 一 一 
| 





0.6[------- 


附 几 1.1 





二 章 数值 积分 


文件 2.1 复 化 Simpson 公式 


文件 功能 ;利用 复 化 Siimpbson 公式 求 被 积 函 数 六 站) 在 给 定 区 间 上 的 积分 值 . 


误 性 名 ;FSinipson mm 
ATATL4AEB 文件 ; 
Tunetion 名- FSinysontT ab AI 


入 革 表 未 被 各 邯 数 向 柄 
多 ab 雪 示 被 税 区 间 [s,b1 的 端 点 
9%A 衣 示 区 疝 个 数 


出 呈 是 用 复 化 Smpson 公式 求 得 的 积分 值 
一 人 一 ay 
他 一 tevalfT.a); 
了 = 人 fevalff by; 
SS 机 + 人 ai 
其 一 让 
fori =1;:N 
x=X+Thze2i 
f 作 =evalff ,xi 
入 一 与 1 才 基 fj 
X 一 关 1 hz2i; 
艳 一 TevaltfT,x)i 
马 二 马 十 了 六 ; 
end 
马 三 了 基 与 r 丰 ， 
! 工 


算 例 : 利用 复 化 Sitnyson 公 丈 计算 积分 与 = | 和 zdic， 


用 
解答 ; 
今生 和 企 ;a-0ib= 1; 运行 
SS= FSimpsormnt ab, NM) 
若 - 16; 结 昌 为 ， 53 一 1.1537 384 446 683 415c - 001 
兰 N=6 人 4; 结果 为 ; S=1.126 134 423 329 238e 一 扫 | 
若 乓 =256; 结 果 为 : 3S=1.118 321 223 238 073e- 的 | 














从 积分 5- | 二 da 的 准 唤 值 为 ， 


S=1.115 717 756 5$71 049e 一 人] 
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贞 此 可 知 , 肝 复 化 Simpson 公式 求 积 ,区 间 越 小 . 炒 得 的 精度 越 高 ,但 整体 效果 并 不 是 大 
好 , 右 待 进一步 改进 ， 
注 : 这 里 ,被 积 盟 数 以 如 上 所 下 的 文件 形式 表 法 (后 同 )， 
netion 『> 人 1x) 
『 一 XI 4 二 2 


文件 2.2 变 步 长 梯形 ; 


广 件 功能 : 利 币 变 步 长 梯形 法 计算 被 各 函数 大 :在 给 定 攻 网上 的 积分 年 ， 
误 竹 名 : bbct .mm 
MATLA 了 B 文件 ， 
fbnecbon [T,5] = PbetfT abiepsy) 
帝 f 表示 被 各 畏 数 句柄 
%a 小 珊 必 被 积 区 间 1a, 匡 的 端点 
多 eps 表示 精度 
下 是 用 此 步 长 黎 形 法 求 得 的 积分 值 
鸡 表 冰 一 分 区 闻 的 次 数 
h= 昌 -ai 
己 一 fevalff,a) ; 
也 = frvaltfT,b)i 
Tt 一 睛 关 人 二 人 2 
T2= 开 1 和 bx#fievaltTa+hoyA2， 
一 二 
名 按 变 步 长 氟 形 法 求 积分 值 ; 
while absf TI2 一 下 > 二 ps 
hh 三 hz2i 
于 | 一 了 2 
SS 10; 
和 二 1 十 hh ; 
while x<b 
[一 Jevaltf xj 
名 二 二 人 xi 
其 一 X 二 于 了 
end 
= 工 [+ 号 关 几 2 
nm 二 性 十 1; 
end 


T=T2; 
1 


算 例 : 利用 变 步 长 梯形 法 计算 积分 T= | 一 dr， 


了 
人 入 相 十 工 
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解答 : 
他 王 点 有 Ja=03ph= 1 运行 
[Te 一 bbecf abyeps) 
车 eps-0.001; 结 果 为 :T-1.114 023 545 295 480e 001 nm 一 3 
若 eps-0D,000 1; 结 果 为 :T-1.1156I109S6 442 211e 001 日 一 ; 
在 eps=0.000101; 针 果 为 : 工 -1,115 的 1 307 637 25Se-001 一 在 3 
出 此 可 知 , 变 步 长 梯形 法 是 根据 精度 指标 确定 步 长 的 大 小 ,这 就 避免 了 步 长 太 小 (计算 量 
增加 } 和 步 长 太太 (精度 不 名 ) 的 缺点 . 


文件 2.3 ”Romberg 加 速算 法 


文件 功能 : 利用 Romberg 加 速算 法 计算 被 恤 丽 数 扩 x) 在 给 定 区 间 上 的 积分 值 . 
训 忻 名 : Reortnberg , m 
MaATLAB 文件 : 
function [qhad， 上 只 | - Ronpbergff .abveps) 
癌 了 表 示 被 积 图 数 铝 栖 
%%a,b 表示 被 积 区 间 [a,b 的 端点 
%sps 表示 精度 
和 duad 是 用 Romberg 加 速算 法 求 得 的 积分 区 
壤 及 为 民 omberg 圳 
%err 天 东 误 差 的 估计 
RE ,1)=hxTfevaltf ay Fevaltf by 
M=-TIJ=Dierr 二 | 
While ettr > eps 
JJ 一 +1i 
上 = hz2 1 
护 = 几 ; 
for p 一 1;:M 
其 一 且 寺 和 基 【 藉 提 -) 
久 一 名 + fevaltf,x)i 


endl 
Rt1 1 1 一 及 人 :12+hzSi 
M 一 2>* Mi 
for = 1]1:] 
及 司 + 1 KET 二 =RO+1kITTIROUT+TT GD 一 ROOT7C4 一 了) 
en 可 


err 一 abstRITT+T1T .一 RHTLJ+LDyi 
erd 
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Quad 二 具 人 CT+T JJ 3 
癌 | 


算 例 ; 利用 Remberg 如 违 算 法 计算 积分 民 = | 
解答 : 


李 生 和 有 =0ib= 1 运行 
[ quad , 民 ] - 琢 otmbergff ab,epsyi 
若 eps- 10- 一 4, 所 得到 的 Romberg 表 乞 崎 表 2,1 所 水 . 
附 表 2.1 


一 了 da 


1 二 车 


0.100000 000 Do00 00 避 用 





0.108 8235 529 411 76 0.111 764 705 8832 35 册 


0.110 3592 270 5SD1 46 总 .上 3 和 1 多 和 6409 .111 369 660 3 18 


此 时 ,所 求 得 的 积分 值 为 :quad 一 Dill 569 660 5$30 18， 
车 eps= 10 7 所 得 到 的 Romberg 表 如 附 表 2.2 所 小. 
研 表 2.2 








.10OUOD OO OOO CN 0 是 





0.108 823 929 41176 10.11176430588235 |0 0 











0-110 892 270 5S01 46 | 91 各] 8 04 的 104411369 660520 1 10 











-1 机 34 3 和 | 15238625 省 昌 | 0.1 7 玖 1 317 19 











DLL 3 4 304 29 


此 时 ,所 求 得 的 积分 全 为 ;quad-0.111 571 784 504 29 
同 鹤 确 值 0,111 571 375 657 104 由 比 ,Romberg 如 速算 法 经 过 较 少 的 计算 就 能 达 记 很 识 
的 精度 ,如 速效 果 是 很 显著 的 . 


文件 2.4 三 点 Ganss 公式 


文件 功能 : 利用 二 点 Gauss 公式 计算 被 积 两 数 赤 z) 在 给 定 区 间 上 的 积分 侍 . 
支 件 名 : TGauss,tm 
MATLAH 文件 : 

function 入 一 下 (aussft 了 aby 

江 表 未 被 各 上 男 数 句 栖 

%ab 表 示 被 积 区 间 [a,b] 的 端点 

条 人 是 用 三 点 Gauss 公式 求 得 的 积分 值 

xXL= (abyx2 一 sqtt 3 fb ay 

x2 一 (ad+byx2+Tsqr3x3) tb 一 alza2i 

人 val) 二 六 关 Tvalff ta+by2y 152fevalfx2)v9y2i 











第 二 章 数值 积分 203 





算 例 : 利用 三 点 Ginuss 公式 计算 积分 尺 - | 二 这 gz， 
解答 : 
令 Tf 一 外 flia=0ib=1; 运 行 
间 = 了 GaussfT ab); 
所 得 结果 为 ; =1.113 738 330 730 522e-001. 
同文 件 2.1 相 比 ,用 三 点 Gauss 公式 求 得 的 积分 值 , 比 复 化 Simbson 公式 的 精度 还 高 ,由 
此 可 以 推出 : 求 积 节点 的 选取 对 煞 值 求 积 精度 的 影 啊 是 非常 太 的 . 
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文件 3.1 改进 的 Euler 方法 


文件 功能 : 用 改进 的 Euler 法 求解 常 微 分 方程 ， 
误 件 名 : MenqdTuler.m 
WTA'TTLA 玫 文 件 : 
funerion 开 = MenqdFuiertf ab,N7a) 
癌 上 是 微分 方程 石 端 渍 数 何 柄 
%a 小 是 自 变 量 的 瞩 值 区 向 [a,b] 的 映 点 
六 当 是 区 间 等 分 的 个 数 
%ya 表 初 值 只 a) 
党 下 = [xy 门 是 自 变 量 X 和 解 站 所 组 成 的 算 阵 
h=ftb 一 ai 
y=zerosf1,N+11)i 
X 二 zerost 1 +1)i 
Ya; 
X= 8ih:bi 
fox i 一 1:N 
?1 一 史 这 +hh#fevalff ,xfg 
2 一 中 这 十 hxfevailfixti+Tty yl)， 
yi 1 一 (yl+yY2)2i 
entd 
F=[x' yi 








算 例 : 对 于 微分 方程 空 = 心 -3yt0)=10czc1, 用 收 进 的 Euler 方法 求解 . 


解答 : 
对 于 右 冰 十 数 ,以 文件 的 形式 表达 如 下 (后 同 ): 
fonetiaon z= 人 (xy 
已 二 一 yj 
为 衡量 数值 解 的 精度 ,我 们 求 出 该 方程 的 解析 韩 为 y= -e+ ma-2r+2. 在 此 也 以 文 
件 的 形式 表示 如 下 : 
function y 一 solvef2fx) 
YY 一 exXBPL 一 X) 十 X 卫 一生 基 居 十 了 
令 = 划 人 ia=0ihb=1l;i= 10:va=1; 运 行 
一 MendqdEulertf ,ab Niyayy 
y= solvef2ka:tb 一 az:b)y; 
mm 一 [FE,y] 


二 


.100 000 000 000 00 
200000 000 000 00 


0.300 000 000 000 00 
0.400 000 000 HB0 00 
有 .5350 0 000 二 让 的 


000 000 000 000 00 
.0U00D00 004 000 缉 


一 





.00 0o0o nop 000 00 
0.5905 500 000 000 00 
人 .321 927 500 000 D0 
70 144 387 3500 00 
0090 日 区 和 7 68 了 3 
.044 992 256 虽 72 于 
02 967 992 53559 83 
.393 436 033 266 65 
392 919 610 1p6 31 
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-0 000 000 000 0 
.005 162 581 964 04 
,21 269 246 922 (2 
.749 18]1 779 318 28 
089 79 953 964 36 
.0043 了 409 340 287 3 
.1 188 363 903 号 7 
593 414 696 208 39 
中. 590 6 了 1 3 2 7 





0.800 000 000 000 00 
0.900 000 000 000 00 0.605 892 247 146 21 .603 430 340 259 40 
.000 000 000 000 00 0.634 782 483 667 32 0.632 120 558 828 56 

其 中 ,第 1 列 为 离散 节点 值 ,第 2 列 是 用 改进 的 Euler 法 求 得 的 解 ,第 3 列 是 准确 解 . 概 据 
计算 结果 可 知 , 改 进 的 Fuler 法 求解 有 一 定 的 准确 性 ,但 精度 不 高 ,有 待 进步 改进 . 


文件 3.2 四 阶 Runge-Kutta 方法 


文件 功能 : 用 四 防 Rungs-Kuta 法 求解 常 徽 分 方程 . 
立 件 名 : Rungkgula4.m 
MATLAE 文件 ， 
funetien 及 = 民 ungkura4ftf ,abyN，ya) 
星 激 分 方程 右 问 丽 数 名 摘 
%a,b 基 自 变 量 的 节 值 区 间 [a,b 的 端点 
%N 是 区 间 等 分 的 个 数 
饥 几 表 初 值 yf 8 
竞 民 = [xy 是 月 变量 和 和 解 了 所 组 成 的 殉 阵 
h=(b-ayzyi 
X 一 zerost | ,二 1) 
y 一 zerosf ,十 ])， 
X 一 有 :上 


必 


-一 
Ti 


YL = Ya 
feri 二 1: 导 
k1 二 fevalff xf sy0))i 
kz = fewmal(TDx()+ hx,yG)+(hva) sk) 
E3 = fewalfT xf LE hz2 iD Thz2ysKk2yi 
二 4 = fewvalfT xf hyywgiy hs37 
YUid+ 划 三 玖 让 +Chy6)[KL+T2+K2+2YE3Tk4)i 


en 二 





206 附录 MATLAB 文件 汇集 


民 一 [xy 
和 质 例 ; 对 上 微分 方 种 空 - rat0=1,0<r<1 用 耻 阶 Ronge-Knotts 方法 求解 . 


解答 ， 
令 f 凶 人 ia=0ib-lN=10ia=1li 和 运行 
及 一 Rungkuta4tf ab N ya)i 
y 一 sclyef2factb aib)i 
m=[R,y 
则 m 为 ; 
till 一 


几 


一 


000 000000 000 00 


一 


.000 000 000 000 00 


.00000000000 00 


.200 D000 00B 000 0U0 
.3O0 0D0 0ODD 0U00 0UU0 
.400 000 000 000 00 
.3S00 000 000 000 00 
.000 0D000 9000 000 00 
,00 000 000 000 00 


.905 162 708 333 33 
.821 269 493 434 90 
,740 182 143 408 91 
-085 080 432 829 376 
,号 晶 26 虽 73 84 
-011 189 033 38 061 
. 59 本 15 d83 22 32 


.WII5 162 581 964 04 
.21 269 246 922 102 
-749 181 7379 3183 28 
.089 79 9533 9604 3 
.043 469 340 287 37 
.0tl 188 363 9013 97 
.593 十 14 696 208 59 





一 一 一 全 二 


0.800 000 080 000 00 .590 671 915 814 66 .590 671 035 882 玖 
0.900 000 000 000 00 .6003 431 307 9%59 28 603 430 340 259 物 
1.000 000 900 000 00 .632 121 009 448 归 0.632 120 558 828 56 
其 中 ,二 列 数 据 分 别 为 离散 节点 值 .四 阶 Runge-Kutta 法 求 得 的 解 . 淮 克 解 ,根据 计算 结 


采 可 知 ,与 收 进 的 FEuler 法 相 比 .四 防 Ronge-Kuua 法 的 精度 是 非常 高 的 . 
文件 3.3 二 阶 Adams 预报 校正 系统 


广 件 功能 ; 用 一 阶 Adanis 十 报 校正 系统 求解 常 微分 方程 . 
记 件 名 : Adatrs2pC im 
MATLAB 文件 : 
funclior 站 三 中 daDTIs2PCET .ya 
区 『 基 微分 方程 右 端 函数 亿 顶 
和 ab 是 月 变量 的 取 依 区间 | abi 的 端点 
蝇 忆 是 芝 癌 罕 分 的 个 数 
名 ya 于 十 值 Ya 
上 = [xy 是 目 变 插 太 和解 了 所 给 成 的 乞 阵 
h=fb=- ai 


区 一 zhosf1l ,二 十 3 


之 已 症 二 


人 
二 一: 


YE= Xerostl ,NI 1); 


人 一 ab 
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一 7 
fori = 1 
上 一 = 

二 和 十 上 站 at Xi yy 
3 民间 直 拉 辣 evalff xi+T1lyyl 3 
YI 一 (7tT 2) 
dy1 三 fewalt Txtiy yi 
人 2 一 fevalT xi 1 yi 二 |))， 


CsSE 
了 全 十] 一 对 和 十 < 人 关中 2 -dy1)2; 
下 =fevattT xi+tyswf+ 3 
i++ 1 一 区 十 bs P+dy2)z2i 
dy 一 qz 
dy 一 fevattTxtilil3yyyCt+Ty 
te 
cnd 
xy 


文件 3.4 改进 的 四 阶 Adams 预报 校正 系统 


京 件 功能 ; 用 改进 的 由 阶 Adams 预报 校 目 系统 求解 常 微 分 方程 ， 
京 件 名 : CAdamsd4PC.m 
MATLAHLH 文件 : 

funetion 六 = 人 adans4dbeff ab,iN way》 

%『 是 微分 方程 右 端 蚌 数 句柄 

%%a 由 号 晶 变量 的 取 值 区 则 [ab 的 端点 

名 扫 是 区 剖 等 分 的 个 数 

此 9a 表 初 值 Ya) 

和 A 一 [xz 是 自 变 量 X 利 解 丫 所 组 成 的 矩阵 

让 汉 立 寺 

hrcak ; 

ETld] 

h 一 (Pi 

KatTOST MT 1); 

7 一 zerost] ,NT+T1)， 

X 二 hb 

四 

下 = zeresf 4) 

fori 一 1 
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if < 狼 用 四 阶 Runge-Kutua 法 求 初始 解 
K] 三 valfT xfiy yi 
2 = feyalf 和 Ci 上 hz2 .7 Th 和) 关 1) 
= fewaltft iD + DT kh) 关 k2)， 
蚂 一 fevalfT xf 十 hytiy 十 二 关上 和 
Wi 一 于 站 上 hb 看] 二 (kk 二 ETTE47 
elseif 1 二 二 才 
下 = Fesaltt xfi 一 :210 一 全 
py 一 yi ThAd)xeTrEYr[- 昌 ,37 59.53] 1 %% 预报 
和 va xpPyy 
F 一 TFIC2JFG3JEC4)P]; 
yfilly=yfiifhz2dyxsftFr[l -519,9]7 名校 下 
JP=Py5c YY 1 
else 
下 一 fewalT XI 一 3 一 3 
py 一 Yfi ThA24) (Ex 一 号 ,37， 59,53) 5 名 预报 
my 一 by-351x fp 一 ev270i % 改 进 
fm = fevalftT ,xfi 十 1)rmnvyi 
F=fTRI27 FI37 FI47 mi 
cy 三 区 1fhz2dyxfFx[L 3 19.9]7 双 较 正 
wyfir+1) 一 cy+1lorrpy 一 ceyh270i 锡 改 进 
pb 一 PySc = eyi 
em 
end 
扩 一 [5 人 9] 


附 : 四 界 Adqams 预报 校正 系统 的 程序 如 下 ， 


function 各 一 上 dams4PCIT ab NT ya) 
%f 是 微分 方程 右 端 图 数 句 杭 
%a 小 是 日 变量 的 皮鞋 区 间 [a,b] 的 端点 
名气 是 区 间 等 分 的 个 数 
%%ya 表 初 值 Y(al) 
%A=fxcyq] 是 月 变量 X 和 解 站 所 记 成 的 矩阵 
计生 六 4 
break ; 





ertd 
h-(b-aixNi 
x = 2erosf1， + 1 


一 zerost1， +1)， 
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二 有 :村 bj 
允 1 ) = y8 
了 一 zetos[1，4)， 
fori =1:N 
ii<4 %% 用 四 界 Runge Kutta 法 求 初始 解 
kL = fewvadlff，xfiy Yi)3 
2 一 fwvalf 了 xi 上 1 研 Ch) 
k3= fevalff， xf Th2，Y(D ETh2) zk2); 
kk4 一 fevalf 于 ，x0 hy 十 关上 3 
yf 人 二 ythi6)xfkKL+2#k2+2Yk3+k4)i 
Clse 
下 三 Ya xi 一 3 7 33 
区 一 光 这 二 [hf24) < (FAT 一 9 37， 一 39，55]) % 预 报 
了 = fewal (于 ，Xf 二 二，Dy) 
F=[RI2) EC) FIC4)Pp 
9 二 一 天 刘 二 bf24)2 FL， 一 319 9 骆 校 正 
ET 
Id 
羡 一 上 
算 例 ;分 别 用 二 防 Adams 预报 校正 系统 . 匹 阶 Adams 预报 校 止 系统 利 改 进 的 四 阶 Adatms 
栅 报 校正 系统 求解 如 下 微分 方程 初 值 问题 : 空 - -+ 11y(0)= LO< <1 


解答 : 
对 十 右 喘 丽 数 ,以 记性 的 形 式 表达 姑 小 : 
Juicetion 一 扫 {(x，Y) 
?一 了 1X+1i 
为 衡量 数值 解 的 精度 ,我 们 求 出 该 方程 的 解 折 解 为 :ye + 在 尼 也 以 文件 的 形式 去 
示 划 下 : 
fmetion y 一 slvef xy 
y=eXPC 一 XXX 
令 T= 起 和 Ja=0ib-1IN- tm 一 1; 运 行 
8 一 内 ratns2PCT ab，M Yi 
4A4 一 AdamsdDCKF ah， NM，ya)i 
仁和 4 三 人 damsdEPCT ab，MN，yaji 
y 一 solveflaftaitb ay:b)i 
m=iLA2，A4f， 2)CA4T: 2，y]i 
则 m 为 : 
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ft 一 

0 1.000 000 000 000 名 1.000 000 000 00000 14000000000 00000 1.000000 000 000 00 
0.1 4.005000 000000 因 1.004837 50000 有 1004 837 500 000 104 时 ?4105 站 
0.2 1.0I8767 500 00000 1.01873091406 2 1.018 73730901406 呈 5 1.018 730 753077 喇 
.31094071 和 2 的 108 和 00118 1.04008842200118 1.040818 220 名 1 72 
04 1.070217 375566 归 1.0103I998243 旺 1.01031998 24395 14070 320046 035 三 
4 1 的 3703N4068 1 1.10650 30884103 01065303577 IT 到 向 110530659712 品 
和 1.148 605 5 1 和 1 机 8 0 540 1 和 1 SS9275 人 1.148 8 636 094 全 
0 了 7 1.196 343 5 的 乔 | 则 1.196 5 史 113 了 .1 的 585 209 和 73 1.196 585 303 1141 
用 必 。1249 060 2 调 芷 | 的 12 血亲 13889717 利 112328 5172 
0.9 1. 基站 130985 妥 1306 5 393 1.306 和 和 郑 1 3 和 和 1.306 569 0659 7 和 的 
1.0 1.367 577 666 255 牺 1.367 878 3 的 03 贡 1.367 879 455916 和 验 1.367 879 441 171 旭 


共 中 .这 五 到 数据 从 左 到 右 依 次 为 离散 节点 值 .一 阶 Adams 预报 校正 系统 所 求解 .四 阶 
Adams 预报 校 止 系统 所 求解 ,改进 的 四 阶 Adanmas 预报 校正 系统 所 求解 和 准确 解 ,通过 计算 外 
果 的 比较 分 析 可 知 :改进 的 四 阶 Adams 预报 校正 系统 效果 最 好 ,其 次 是 四 阶 Adams 预报 校正 
系统 .二 航 Adanas 需 失 校正 系统 效果 较 差 . 
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文件 4.1 二 分 法 


文件 芒 能 :用 二 分 法 求解 非 线 性 方程 六 zr)=0 在 区 问 [a,6] 内 的 根 ， 
训 忻 各 :demimethod ,tm 
MATLAB 文件 ; 
funetion [x, kk = eminyethodfta， bf， emig) 
%%a, b 表 示 求 解 区 间 [a, bj 的 端点 
蛇 f 表示 所 求解 方程 的 两 数 各 
允 etmg 基 精 庶 指 标 
允 x 表示 所 求 近 但 解 
多 上 表示 德 环 次 数 
伺 一 feval(T，a)， 
fab 一 evaltf fa+by2)， 
上 一 0 
while abstb 一 二 Cn 
让 1 一 二 0 
X 一 人 1 bi 
TetuTni 
elseif fa* fabs<n0 
Pb 一 《aa+b2i 
else 
am ad 
LE 
要 二 TevalfT，5) 
雪 b 一 和 valt 于 人 ab) 和) 
长 一 长 十 ]; 
erU 
X 二 《ab)/2; 
算 例 : 求 方程 Fe = Y +1 tany 在 区 间 !0,x121 内 的 实 根 ,使 精 诬 达 到 10-5。 
解答 : 
编写 亩 数 文 件 func2.m. 
Punetion 『 一 func2fx) 
f= sqrtfx2+1) tanfx)y 
在 命令 窗口 中 输 人 : 
{= 书 fuic2; [x0,，K] = demiimethod(0 ，bi2 ，T，10- 一 5); 
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所 担 近 做 根 汶 加 =9.414 597 361 712 279e-001;k 一 185 此 时 ,T= fevalfT，x0) = 了.934 45] 757 
503 510e.006; 即 非 线性 方程 ALz)J= wzz+l-ian 在 碍 =9.414 597 361 712 279e-001 点 
趋 于 零 , 故 x0[0,x121 内 近 和 似 实 根 ， 

一 耸 法 的 优点 是 算法 简单 , 旦 总 是 收 委 的 ,而 点 是 收 功 速度 太 悍 , :个 可 取 的 办 法 荐 用 二 
分 法 为 后 面 的 机 速算 法 选 出 适当 的 初 值 . 


文件 4.2 开 方 法 


误 件 功能 :求实 数 的 开 方 运算 ， 
文件 名 :Kaifang.m 
MATLA 有 文件 : 
funetion y= 攻 aifangfa，、eps，xbD) 
%a 基 第 井 方 数 
和 eps 是 精度 指标 
入 x0 初 什 
儿 是 a 的 开 方 
xf = x0i 
xf2 Kx Ha 
一 了 
While absfxtky xfK 一 1) eps 
xfk TI=TxE) Haixtk))12i 
发 王 二 1; 


eitd 





算 例 :用 开 方 运算 求 v2 , 设 取 x0 = 1 
解答 : 
人 aa=a2;yeps= 1 -6ixn 一 1; 和 运行 
和 一 肪 站 站 区 [有 人 二，x 人 1 
得 一 
1.000 000 000 000 的 
1.500 00f OOO0Tmn00 00 
1.416 666 bb6 666 67 
1.414 213 6806 之 74 51 
1T.414 2z13 562 374 69 
1.414 213 562 373 09 
经 过 5 次 过 代 , 即 可 得 到 es- 10 7 的 结果 1.414 213 562 373 09， 


文件 4.3 Newton 下 而 法 
文 任 功 能 :用 后 赖 上 山 法 求解 非 线性 方程 作 x) = 有 的 根 ， 


一 一- 
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文件 各 :Mendnewtor im 
MATLAE 文件 : 
funetion [x.k] = MendnewtonfT，x0，etng) 
名 用 后 顿 下 山 法 求解 非 线性 方 冬 
%%f 表示 非 线 性 方程 
和 x0 是 夺 代 韧 值 ,此 方法 是 局 部 站 效 , 初 值 选择 要 恰当 
emg 其 精 度 指 标 
昌 Eu 分 别 表 下 选 代 次 数 和 上 出 因子 
[di = fevat(T，x0)， 明 引 胡 沙 非 线性 方程 { 和 在 地 处 的 导数 值 ,以 下 类 问 
KK 一 上 ; 
xf 一 x0 
xf2 一 xf 有 1 
while absf fi ) em 多 控制 精 诬 
1 三 |; 
枚 一 上 十 1 
[,q1 一 fewv 划 fxfk))》 
XtkT 1 一 xfk) ms 入 牛 顿 下 出 吐 代 
[和 ,2] = waltxET 1) 
while absf 生 ) >absff) 久保 证 选 代 后 的 上 数 值 比 这 代 前 的 咀 数 全 
uU ui2; 
xf 一 xfk-uxfa 向 牛 顿 下 山寺 工 
: 拉 , 归 ] = Tevaltfxgk 1 1)); 











的 
一 











en 


ti 村 


算 例 : 用 千 顿 下 山 法 求 方程 Pr) 11-uany 的 根 , 使 精度 达 到 10 初 值 分 缠 选 
取 为 :{1) x0= -1.2402) x0=2.0; 

解答 
编 与 国 数 文件 func3.m， 

funetion [fd 一 Tunec3fx) 

f= sdrt(x2 1 1) -anfx)i 

d 一 "sqrtf 2 直 ] 一 tanfxyi 

d= subsfdifffdl1)); 入 对 摧 数 下 求 一 次 导数 
在 命令 窗口 中 输入 : 

『= 运 func3， [zx = MendnewtontT,x0 ,10 - 丰 ] 

耕 选 初 值 为 = 1.2; 适 行 缚 香 如 下 ; 








214 附录 MATLAB 文件 汇集 
选 代 次 野 x 值 flLtky = fevalff .xfky) 值 
1 .7 了 .069 047 932 971 935e .001 2.078 789 280 010 764e + 000 
2 1.942 400 972 108 479e- 001 8.219 693 728 408 301e 一 切 1 
3 1.163 518 073 303 871ec1000 -7 了 .838 374 932 606 165e- 001 
4 1,.023 913 977 930 55d4e+000 -2.113 030 290 93S 414e .001 
5 9.530 711 343 686 330c 1001 一 2.606 996 588 743 926e 一 002 
6 9.416 925S 081 385 333e -1001 一 了.085 688 425 774 393e 一 004 
3 9.414616 152 761 416e-001 一 2.002 113 482 496 858e 一 007 
8 59.414 613 238 528 302e 001 -3.153 033 389 935 44Sc -014 


其 选 初 值 为 x0= 2.0; 适 行 结 果 如 下 : 
迁 找 次 数 下 x 值 


站 (人 一 fewvalfTxtky) 值 


| 2.0035 969 917 234 289e+0DO00 3.313 298 980 588 495Se+000 
2 3.829 942 435 553 55le+0on 3 了 3.135 3994 879 468 060De1000 
3 4.382 754 035 040 099e1004 1.372 413 838 370 136e+T0D00 
中 4 .474 503 813 415 3S93e+T0OO0 4.607 393 526 441 488e -1001 
号 4.501 556 120 032 599e+000 一 6.131 570 侈 3 391 715e 一 002 
6 4.458 750 820 702 893e+ 000 8.285 614 0610 334 946e 一 004 
了 4.408 7311 866 735 406e 1000 一 1.555 631 960 07 267c 007 
8 4.498 711 839 418 998e+T000 -1.154 631 945 610 163e 一 癌 14 





牛顿 法 本 与 是 牛 畏 下 山 法 的 一 个 特 何 ,六 此 ,我 们 在 这 里 选取 了 牛顿 下 山 法 , 它 具 有 收 敏 速度 
快 的 优点 ,但 是 , 初 值 的 选取 对 收 伍 速度 有 根 大 影响 .牛顿 法 本 身 的 局 部 收效 性 决定 了 必须 首先 选 
到 恰当 的 初 值 .上 面 的 计算 机 实验 表 加 若 诗 取 未 同 的 初 值 ,将 收 总 于 不 同 的 根 . 方 程 Frzr)- 


v +1-tan 在 区 间 [ -5,5] 的 图 形 如 峙 图 4.1 所 永 ,从 图 形 中 可 以 更 好 地 看 到 这 一 点 ， 





| 
| 





= 一- 一 一 下 一 一 一 一 一 本 一 一 一 一 












-一 逢 -一 十---- 







| 


一 一 一 一 一 4 = 一 ~ 一 二 一 一 一 -一 一 -一 一 






咱 一 十 一 一 
1 
|---- 十 ----+ 一 -- 
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文件 4.4 快速 弦 截 法 


训 件 功能 :用 快速 苞 截 法 求 甫 非 线性 方程 六 了) 0 的 根 . 
训 件 名 :Tast chord im 
MATLAB 文件 : 
funetiom [x,k] 一 asL eofe 上 xl ,X etttg]) ji 
各 用 快速 六 截 法 求解 非 线性 点 种 的 根 
和 f 表示 非 线性 方程 鸭 数 
赂 xl,x2 表示 选 代 初 值 
多 emg 是 精度 指标 
双 kk 胡 寺 和 钳 环 次 数 
KE= | 
y 一 fevalfd ,xy 
2 = fevaltfx27) 


XU = 3X2 -xxX1)YYy2072 yt 名 而 快速 足 末 法 进行 选 代 求 解 
史上 = Teval 了 CE) 

长 = 长 十 十; 

区 一 EYE 

while absf RE RE 1 2emng 芭 控 制 精 户 


7[K) 一 fralfT RE Di 
了 证] 一 区 一 人 一 KE 一 1 ) 症 FE 一 YE 1 
上 = 上 十 1 
end 
算 例 :用 快速 弦 鹤 法 求解 方程 4eos zx -e 的 披 ,要 求 精度 为 se=10…, 急 值 为 :ri = mi4， 
Ta = fr. 
解答 ， 
编写 范 数 文件 fned.m 
和 unetion 了 = foncdftx) 


fcxBDfx) 站 关 Cosf) 





[一 四 funcdj [xik]= Fast ecebhordfi biid ni 10 -3 
运行 结果 如 下 : 
选 代 次 数 k x 值 ftk) -fewatf, xftk)y 值 
上 8.770 0253 973 9044 069e-1T01 一 1.341 4908 847 250 566e 一 TD01 
2 8.985S 446 421 856 65ge- 001 一 3.497 120 992 034 475e 一 002 
3 9.048 058 349 261 9951e-001 4.359 577 241 643 8ige - 004 
才 9.047 880 0039 957 831e-001 一 1. 芭 1239 723 249 137e 一 006 
5 0.047 882 178 637 145e 的 | 4.102 540 329 3315 804e ”011 
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文件 5.1 Jacohi 和 迭代 


支 件 功 能 :用 Jacobi 赵 代 东 求 解 线 性 方程 组 . 

立 忻 名 ,Jacobimethod .mm 

MATLAB 文件 : 
funetion [x,K] = Jacobimethodf Abxno Nemgy) 
% 上 是 线性 方程 组 的 左 端 所 阵 
%hb 拓 右 端 向 量 
% 区 是 选 代 初始 值 
%N 表示 选 代 次 数 上 随 ,车 选 伐 次数 大 于 N, 则 远 代 失败 
%emg 表示 控制 精 瘦 
听 用 Jacohi 造 代 法 求 线性 方程 组 A* x= 昌 的 解 
久 开 表示 和 只 代 人 容 数 
%x 表示 用 造 代 法 求 得 的 线性 方 冬 组 的 近似 解 
1= [engthf)j 
xl 一 aerosfn 1 FaErosfn ,1 ); 
xx0; 长 一 必 ; 
TITmaxfabstb 各 们 其 1 
while remg 


for 1 三 二 :了 
Sum 一心 ; 
for j= 1:nm 
计 i 一 =j 
,Sum 三 Sum 十 和 人 ij 关 习 人 
end 
end 
xD = 人 bf 一 sum ii 
end 
T 三 maxkabsfx2 一 XIE 
XL= 2; 
长 = 上 十 二 
让 上 六 乓 
disp(' 选 代 上 失败, 返回 1 


fetUrny 


en 如 
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芙 二 XXX1 
算 便 :用 Jocobi 迁 代 法 求解 方程 组 


一 4 十 3 十 十 4 二 | 





| 一 下 了 十 字 3 二 了 4 二 上 
本 十 汪 一 机 开 3 十 宙 4 二 1 
区 1 十 空 ? 十 记 ; 一 4 二 工 


其 精确 解 为 x=f 41, 一 1， 一 吉 


解答 ， 
信 =[-4,1,4,1; .一 4,11 人 1 一 4 一 4 .1.1 友 = 人 9.0.0 和 0】 
在 命令 窗口 中 输 人 ， 
[x,K] = Jaeebimethoqt 和 bx0 ,100 .10 一 和); 
运行 结果 为 ， 
， kk 一 37 


一 .999 761 021 的 3 097e- 001 
-9.999 761 621 685 057e -001 
日 .999 761 621 15 057n -001 
一 .的 9 761 021 085 037e- 001 


文件 5,2 Ganss-Seidel 迭代 


文件 功能 :用 Gauss_Seidel 选 代 法 求解 线性 方程 组 
玄 尾 名 :Gaussmethod , m 
MATLAB 文件 : 
fuanction [xx ] = Gaussmethod( Ab,x0 ,Nemg) 
%% 上 是 线性 方程 组 的 堪 映 矩阵 
%% 是 右 端 向 量 
药 N 表示 揭 代 次 数 上 限 , 关 选 代 次 数 大 于 RN, 则 和 送 代 失败 
和 eing 表示 控制 精度 
% 用 Gauss-Seidel 选 代 法 求 线性 方程 组 Axx= 卓 的 解 
% 表示 选 代 次 数 
%x 表示 用 选 代 荡 求 得 的 线性 方 程 组 的 近似 解 
呈 = lengthf 志 ) 
xl = zerosfn ,1); xz2= zernostn, 1 
XL= Xi; 
IT 一 miaxfabsrb 一 站 #X1D)Di 
上 人 三 曲 ; 
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while remg 
fear 1 一 13m 
su 三 月 ; 
for j = 13:nm 
这 了 空 1 
sum 三 SUm 1 位 全] 了 关 REO); 
elseif js1 
sum 一 Su 二 站 人) Xi 
end 
end 
2 = 《Bi 一 Sum Ai 
end 
【一 maxfabstxZ2 一 xl))i 
XT 一 X 之 4 
KK 一 KK Ti 
i 芝 忆 
qisbf' 迁 代 和 失败 ,返回 ); 


TeTNTTIi 


算 例 :用 Cavss-Seidel 寺 代 法 求解 万 程 组 
一 4 + + 1 二 1 


半 ] 一 和 区 3 十 -F3 4 1 





+ 一 de + 一 1 
TI 二 Th 4 ] 
其 精确 解 为 x=[-1，1.-1， 吉 ” 
和 解答; 
令 A=[--411,11，4,1 11,， -4,1i1,11, -4]ib=[11113x0=[0.0,0， 
0] ;在 命令 窗口 中 输 人 : 
[xx 上] = Carussrnethodf 总 ,bx0, 00.10- 一 971 


一 .909 890 479 636 3 蜀 9e -的 | 

9.999 910 0353 SS2 209e 001 
一 久 .999 921 847 613 638e 一 0 的] 
一 放 .999 932 095 200 554e 一 001 
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由 此 可 知 ,在 同 种 精度 下 ,(ianss-Seidel 选 代 法 比 Jacohi 造化 法 虹 各 速度 快 . : 般 来 说 ， 
(Gauss-Seidel 迭代 法 比 Jaeobi 什 代 法 收 徊 得 快 , 但 有 时 反而 比 Jacobi 选 代 法 慢 .而 及,Jacohbi 挝 
代 法 晶 于 并 行 化 ,因此 ,两 种 方法 各 有 优 缺 点 ,使 用 时 要 根据 需求 选用 . 


文件 5.3 超 松 弛 选 代 


文件 功能 :用 超 栓 弛 (SOR) 迁 代 法 求解 线性 方程 组 . 
误 件 名 :SORmethod,m 
MATLAB 文件 : 
funetion [x,k] 一 式 雪 methodf AbxoMemgyw) 
镶 岂 是 线性 方程 组 的 堪 燥 矩阵 
名 是 右 问 向 显 
和 %x0 是 丢 代 切 始 值 
和 所 表示 碗 代 次 数 上 限 , 蔡 选 代 次 数 大 十 必 , 则 和 迭代 其 败 
驳 w 表示 松 扣 因 子 
%% 用 SOR 夺 代 法 求 线性 方程 组 Ax x=hb 的 解 
%kK 表示 选 代 次 数 
%x 表 示 用 夺 代 法 求 得 的 线性 方程 组 的 近 拟 通 
mr lengtht 内 ) 


xl = zerosfn, 上 );， x2=zerosfn ,1); 





X] 一 X0; 
Tr= maxfabsfb-… 点 xx1)); 
上 = [Di; 
WwWhiie Temg 
for ji 三 1:nm 
Sum 一心 ; 
for 1 = 14:n 
ij> =i 
sm 一 SUm 二 上 ij xx) 
elsceif j<i 
Surm = Sum + 和 人 门 关 x2fj) 
ed 
end 
X2t 一 芋 1 和 间 十 wxTfbiD 一 sum)7A 人 ii 
endd 
T 一 maax(absfx22 一 xlh)3 
X] = x2; 


KE= 玫 + 1; 
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让 上 > 及 
dispf 迁 代 和 失败, 返回) 
Tetturn i 
an 中 
end 
基 二 汝 | ; . 
算 例 ;用 超 松 弛 (SOR)? 选 代 法 求解 方程 组 : 
47 二 Ta 二 rr + =1 
1 一 da Ya ad 


证 十 汪 a 一 中 了 3 十 习 : 二 上 





zi + Ta 一 dr 二 1 
其 精确 解 为 x-[-1, -1,-1.-1]. 
解答 ， 
令 A-[-411.1i1, -41.1i1,1.-4.1i11.1 ,42ib=[11.1,1] 3x0= [0.0.0， 
0] :在 命令 窗口 中 输入 : 
[x, = SORmethod( 上 ,bx0,100.10 -5,1); 


K=21 
四 
日 .999 896 479 636 31De 一 001 
一 妆 ,999 量 0 0053 3552 2096 001 
虽 .0059 921 347 613 639e 一 001 
一 马 ,909 932 095 200 554e 一 0D1 
若 输入 : 
fx,k] = 只 ]RmethodfAa ,bx0,100 ,1 一 1 .2351 
则 运行 结果 为 : 
玉 一 芭 
x 一 
1.000 002 5957] 098 328e+000 
一 吕 .999 昭 3317 698 7038 001 
-1.000000777 664 0sn0e+no0 
-| .000 000 724 906 550c 000 . 
由 实验 结果 可 智 : 当 松弛 因子 为 1 时 , 超 松 好 迁 代 法 等 同 于 Ganuss-Seidel 选 代 法 ,这 和 理 
论 推导 完全 相同 . 另外, 超 恰 引 选 代 法 的 收 和 全 速 度 完全 取决 于 办 强国 子 的 选取 ,-- 个 适当 的 松 
弛 内 子 能 大 大 提高 收效 速度 . 


文件 5.4 对 称 超 松弛 选 代 
立 件 功能 :用 对 称 超 松弛 (SSOR ) 送 代 法 求解 线性 方程 组 、 


RN 
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立 恬 名 :SS0ORmethod  m 











MATLAB 文件 : 
functiorn [tx:k] -SSORtnethodf 上 .bx0,N engyw) 
名 上 是 线 虱 方程 组 的 左 映 乞 阵 
%b 是 右 端 向 量 
此 如 是 选 代 初 始 向 量 
% N 表示 选 代 次 数 上 限 ,车 选 代 次 数 大 于 N, 则 选 代 失 收 
外 amg 表示 控制 精度 


入 ww 表示 松 缉 因子 
和 用 SSOR 着 代 法 求 线性 方程 组 Axx=-b 的 解 
%E 表示 大 代 次 数 
镶 x 表示 用 和 和 伐 法 求 得 的 线 忻 方 程 组 的 近似 解 
nn 三 |engthf 六) 
XL Zerosfn 1 2 二 Zerosttny li 一 zerosfth 1)i 
xl x0i 下 一 0; 
T 一 Taxfabstb 一 上头 X1)); 
机 hite T 2 em 
forji= 1:n 
SUII 一 站 
ferj= 1:n 
让 j > 
sum 一 sum 十 页 Cj 关 XLO)3 
elsei jsi 
Sm 一 su 十 贞 ( 和 关 X2T 3 
end 
etd 
Xi 一 (1 WwW 共 Ti 十 权 关 《bar 人， 
1 


Jori 一 ny 一: 


Sum 一; 
[for j= 1:n 
if j >1 
sm 一 Snm 十 内 人 和 站 3 
eseif j 扫 1 
st 一 Sum 上 上 ii 关 x201 
end 


ED 


X 了 这 二 《一 WW 关 Xi 十 更 基 【bf sumy7 Ai 
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end 

了 二 tnaxf absf YX 一 其] 3 

RL 二 X3 1 

有 二 民 十 二; 

让 长 
dispf 迭代 矢 败 ,返回 ); 
TetuaIII ; 

end 

end 


基 二 江 ] 


算 例 :使 用 对 称 超 松弛 迁 代 法 和 超 松 弛 选 代 法 求解 色 性 方程 组 ， 


乒 -= 
一 全 上 十 一 二 二 


一 补 十 中 二 一 让 


精度 控制 在 10 . 
解 管 ， 


令 A=f4，1.0 1.4，10，14]ib=[14，3] 5x0= [00.0] 5 在 命令 和 口 中 答 


人 
[xl,kL]= SORmethodfaA bxo,100,. 0 一 ,1.27; 
[x2 ,了 2]=SSORrIetheodf bxD,lO0,10 一 5 1.2); 
运行 结果 如 下 
kt 三 9 
X1 = 


4.999 979 586 011 358e 一 001 
曲 ,003 998 363 532 925e 一 1 人 1 
4 .9909 99 002 142 43438 一 001 
KE 一 了 
X2 一 
5.000 00t 207 146 788e-001 
站. 得 99 993 57 102 5S68e 0 
一 4.999 994 074 112 435e 1001 
对 于 用 超 松 纯 送 代 法 和 对 称 超 松 怨 和 迷 代 法 求解 方程 组 ,关键 在 于 松 继 因子 的 选取 , 当 松 
弛 因子 相同 时 ,两 者 的 收 和 误 速度 相当 .人 是 ,对 称 超 松弛 选 代 法 的 预 处 理 第 阵 赴 对 称 阵 ,从 这 
方面 来 说 , 它 比 超 松 弛 选 代 法 的 预 处 理 和 矩阵 好 ,并 在 预 处 理 共 力 梯 魔法 中 广 为 应 用. 
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文件 6.1{ 追 赶 法 


支 件 功能 :用 追赶 法 解 三 对 角 线 性 方程 组 4 一 了 上. 
训 忻 名 :threedia.m 
MATLA 了 文件 
Tunetiet X 一 threediafa bye 入 
% 求 解 线性 方程 组 Ax- 了 ,其 中 闪 是 三 对 角 阵 
坟 a 是 矩阵 A 的 下 对 前 线 元 束 af1) 一 0 
4b 是 卸 阵 A 的 对 角 线 元 素 
%z 是 矩阵 A 的 上 对 基线 元 素 <(N) = 
对 基 方 程 组 的 右 端 向 量 
MN -= lengtbt 人 
X 二 zerostl ,MYy= zeros( ,Ji 
中 = zero IN 一 reroSCL Ji 
入 预 处 理 
嫩 1 上) 一 bl)i 
Iori=l:N 1 
uiD=cfiDidfii 
di+T17 一 bi 十 1 ai 1 
Eltud 
骆 追 的 过 程 
1 一 在 137961) 
for 1 一 2: 忆 
区 和 一 《 乓 间 引 和 关 字 人 一 和 Ci 
el 
外 赶 的 过 程 
xD 一 玖 3 
fcri=x-1 -1T:1 
区 刘 一 YCi ai 着 ); 


end 
算 例 :用 过 赶 法 求解 方程 组 
了 -1 四 7 白 
-1 3 -? 二 | 
1 2 -中 
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解答 ， 
他 8-10, -1 1,-3ib=f2,3,2,5]ic=[ ,一 2, -1.0]1f= 16.1.0,.134 在 
口 运 行 证 句 
X 一 threediatavbcy, 站 1; 
得 结果 为 
,一 
5 4 3 2 


文件 6.2 Cholesky 方法 


文件 功能 :用 Cholesky 分 解法 解 对 称 方 程 组 4x 一 证 
文件 名 :Chol decompose.m 


MATELAE 交 性 ， 


fumction x= Chol decompose 号,b) 

多 用 Cholesky 分 解 求解 线性 方程 组 Ax 一 b 
% 上册 是 对 称 年 阵 

名 工 是 单位 下 二 角 托 

苔 疡 是 对 角 阵 

闹 对 矩阵 和 进行 三 角 分 解 :A- LDL 

辣 二 er 

[= zerosf(N ,NT 也 = zerosfl,N); 


fori= 1:M 


Li 一 1 


en 


ml)=ACL1); 


for 一 2 
fori--1: 1 
if==1 
LO 二 和 人 DO 
elsE 
Sum “; 
fcork 一 1:j 1 
sum] =Sunmit + Li ys DIE 全 1L 人 .) 
end 
和 mn 
end 
人 Hi 
SUtT 了 二 由 


fork=ii 1 


傅 


具 
全 


徐 
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sum 2 一 Sum 了 1 人 2xTLCEIS 
Tig 
TD 三 上 人 -sum2i 
end 
曲 分 别 求 解 线 隆 方程 纪 Ly= bx= TD 
y= zerost 1 NI 
Yi 一 JC1) 


for 1 一 2 NM 
SHE 一 全， 
fork=1:1 一 1 


sumi 二 Sumi+ Ti 关 VEK7i 
en 
中 二 R 人 一 sumnis 
End 
xx 二 2eTost | Ai 
xDND) 
fori=MN-1L 13: 
suUm1 二 人 ; 
fprk-=i+l: 
SU 一 surni 1 KK 门 关 KE 
el 
Xi 一 YE sum 
en 二 
草 例 ;用 Chotesky 方法 求解 方程 组 : 
fd 24 + 二 8.7 
21113210 =13.7 
| + 二 号 .了 
解答 


令 A=[4，2,41-217.1014,10.9]:5= [8.7,13.7. -0.7]; 在 命令 赣 口 中 运行 ， 


X 一 (hol decomposef 上 ,by)i 
其 运行 结果 为 ， 
刁 一 


-31437 -3.1727 5.734 
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文件 6.3 和 抢 阵 分 解 方法 


立 件 功能 :基于 Canss 消去 法 的 工 世 分 解 尖 解 线性 方程 组 4x = 卢 . 
训 忻 名 :In deceompese.tim 
MATLAR 文件 : 

funcetion x 一 | qdecotnpesef 内) 

% 基 于 拭 阵 的 LU 分 解 东 解 线性 方程 组 Ax= 

包 六 表示 系数 矩阵 

多 bb 表示 方程 组 右边 的 问 量 

一 lengrhfbyi 

一 eyef ni U -zetrosftn ny i 


x = zerosfn, 1 y 一 zerosfn 1)]; 
驶 对 官 阵 & 进行 LU 分 解 
fori= 1on 
1 二 
ifi==1 
Li 
else 


Li 上 三 人 TAUCL 1 


enad 
en 村 
for [二 了: 
forj=1n 
sm 二 0; 
fork=1l:i ] 
su = sum+ 1fkyseTICK 3; 
end 
TT 司 有 二 直人 让 一 surmmi 
讶 jj 一 =n 
su 一 门 ; 
forE=1l1:i 一 1 
sutm 一 sun TOT+T1 kx Uk iD; 
end 
LO+] 二 (AU+liD sum)UD ii 
etd 
end 
eng 


外 解 方程 组 1Ly= 
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YL 一 HCL) 
for 上 三 之 :nm 
2 一 人 1 
forj=1:E 一 1 工 
Sum 二 Sum 二 LE sy) 
end 
的 一 bfk) sumi 
ent 
%% 解 方 各 组 Ux=y 
xfn)=YtnyrTnn)i 
fork=n 1:-13] 
su 一人， 
ferj=k+13:n 
sam=sum 1 LE 全 和) 
En 晤 


xfE) = (3CkK) SumyTTCE K)i 


Rd 
算 剑 :求解 方程 组 ， 
0.001 > 3 1 
-1 3.712 ca +xa | = 
-2 1.072 5 了.643」| 3 
解答 : 
令 上 =[0.001,2.3; -1.3.712,4,.623，-2,1.0372,5.643]ib- [1,2,3]; 在 命令 窗口 中 运 
行 : 
X 二 人。 deceompose( 上 ab)i 
其 早 浊 为 
， - 
-0.490 4 
-0.051 让 
凡 .367 5 


文件 6.4 消 去 法 


文件 芒 能 :用 Gauss 列 主 死 消去 法 求解 线性 方程 组 4r = 是. 
广 件 名 :Gauss bivot, m 
MATLAB 文件 ， 

funetion X = (iauss pivott .bb) 

% 用 fauss 列 主 元 消去 法 解 线性 方程 组 Ax=b 

%x 是 未 希 向 量 
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mm 一 |Iengthfb); 
xcrostn 1 
全 二 ZETOST | 
二] 一 日 ， 
for it=1:n 一 1 

ixX 二 absf 六 人 

Im 一 1 

foer= 一 1 二 |:m 

订 maxsabst 下 个， 门 ) 
max 二 absf 人 ,7 


站 三 ]; 
ed 
etd 
认 m 一 三 汪 
for k = 13m 
CE 一 屿 1 
矶 人 E 一 表 Crmk 攻 7) 
上 mcfCky 
etld 
dl =Hbfis 
bt 这 二 bfmyi 
btrm)=dl; 
en 本 


for 大 =1113n 
forj 一 1i115n 
六 [kj 三 胡 (j 人 和 关门 


end 
bf 二 Bfky 一 昌 关 六 (KiDPAGi iD 
总 { 
T 可 
end 
名 加 代 求 解 


xfn)=PtnyrArny nl 
fori 一 ni 13:1 
sutm 一 全 
for j 一 1 |:n 
Sum 一 sum 和 fi 关 XTD 


写 导 
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一 (bf 人 一 Sum ACT 和 


End 
算 例 :求解 方程 组 4z 二 , 其 中 
[0.3xl0 5 59.14 3 1 59.17 
| .29 6 ， 46.78| 
车 .2 9 5 | 1 
1 2 1 1 2 
分 别 用 Causs 列 主 元 消去 法 和 Gauss 消去 法 求解 . 
解答 ; 


他 上 A-[0.3x#10: 一 15,59,14,3,1;5.291,， 一 6.13, 一 1,2;11.2,9,5,2;i1,2,1,11;b 一 
[59.17,46.78,1,2|1 ;在 命令 窗 中 中 运行 ， 


玉 = CusSS Piveott 让 ,bi 


其 缚 峙 为 
基 二 
3.843 714 853 511 634e+ 000 
1 .6 的 9 517 394 778 3S22n+ 000 
1.347 605 4354 200 0655eT+TODnDi 
1.041 130 485 499 787e+001 
此 时 
hh 总 #X 一 


0 
0 
3.552 713 678 800 301e 一 015 
1.776 356 839 400 251e 015 
由 此 让 知 ,用 Gauss 列 主 元 消去 法 所 求 得 的 解 相当 准确 . 


任命 令 窗口 中 运行 : 
X 三 1 decorposef 上 1) 
得 
区 一 
出 
3.101 434 176 330 265e 001 
2.500 000 000 000 002e+001 
4.600 000000 000 004e Fo0l 
此 时 


b- 六 w 区 一 
0 

1.669 071 电 4 102 132e+ 002 

.059 130 875 887 726e 二 的] 

2.197 970 916 469 397e+ 001 
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由 此 可 知 ,对 干 些 方程 组 ,直接 用 Causs 消去 法 求解 不 能 得 到 准确 解 ,其 原 央 是 主 无 素 的 
值 非常 的 小 , 困 此 ,对 于 - 般 的 方程 组 ,点 尽量 使 用 带 有 主 元 的 Gauss 消去 法 求解 . 














结 束 请 


随 着 科学 技术 的 进步 ,MATLAB 蛮 科 学 计算 中 的 应 四 范 围 越 来 越 广 .由 于 它 简单 易学 日 
刀 于 做 数值 试验 ,已 受到 广大 数学 爱好 老 的 青睐 .认为 MATLAB 将 眼 代 其 他 高 级 语言 (如 避 
或 FORTRAN) 或 许 还 言 之 过 早 , 但 在 革 些 方面 ,说 它 无 可 比拟 则 一 点 也 不 言 过 其 实 .在 数值 
试 鉴 和 模拟 中 ,车 几 : 般 的 向 角 语 六 (如 尼 或 FORTRAN] ,大 拉 常 党 为 一 些 涉 细节 而 统 尽 脑 
并 ,而 用 MATLAB ,一 两 行 诸 句 往往 就 能 轻易 地 解决 问题 . 

出 于 市 面 上 己 有 大 量 的 MATLAB 书籍 出 现 , 且 本 附录 中 的 上 部 分 误 件 都 只 需要 运用 
MATTLAB 的 基本 操作 , 轩 此 关于 MATLAB 简介 都 分 不 在 附录 中 给 出 ,读者 可 参 郑 任 打 关 于 
MATIATR 操作 的 书籍 .只 需 掌握 MATLAB 的 一 些 基 本 操作 , 驶 会 编写 一 些 基 木 的 MATLAB 
程序 .这 下 是 MATLAB 的 话 人 之 上 峙 .当然 ,优化 程序 设计 需 更 和 例 多 的 MTLAB 操作 和 程序 
实践 知识 ,凡事 都 有 一 个 循序 浙 进 的 过 程 , 从 最 简单 的 司 起 ,并 脚踏实地 坚持 下 去 ,就 一 定 能 
逐步 提高 自己 的 编程 能 力 . 





